LIETUVOS JAUNUJU MATEMATIKY MOKYKLA

IV. ZAIDIMAI SU SKAICIAIS
(2025-2027)

Teoringe medZziaga parengé ir ketvirtaja uzduotj sudaré doc. Romualdas KaSuba

Zaidimai su skaiciais biina mazdaug dvejopi — vieni i3 jy yra kiek lengvesni, o kiti biina ir
kazkiek sunkesni. Mes gal pradétume nuo kiek lengvesniy, nes nenorime gasdinti nei saves, nei
galimy savyjy skaitytojy.

1 pavyzdys. Ar egzistuoja toks skaiCius n, kad skaiciaus n faktorialas n! baigiasi lygiai
154 nuliais? (Skaiciaus n faktorialas n! yra sandaugal-2-3 - - - (n-1) - n.)

Sprendimas. SkaiCiaus n faktorialo n! baigiamyjy nuliy skaicius yra lygus 5 laipsniui
skaiCiaus n! i§déstyme. Tuo atveju, kai n > 625, tas 5-to laipsnis n! i§déstyme yra maziausiai lygus
125 + 25 +5 + 1 = 156. Taip yra tod¢l, kad kas penktas skaicius nuo 1 iki n tikrai dalijasi i$ 5,
todel kai n > 625, tokiy skaiciy bus maziausiai 625 : 5 = 125, kas 25-tas skaiCius dalijasi 1§ dar
vienu vienetu didesnio penketo laipsnio arba i§ penkiy kvadrate ir tada prie tokiy skaiciy, kurie
yra penketo laipsniai, dar prisidés maziausiai 625 : 25 = 25. Toliau, kas 125-tas skaiCius dalinsis
1§ dar vienu didesnio penketo laipsnio, arba 5 kubo, ir tada prie tokiy skaiciy, kurie yra penketo
laipsniai, dar prisidés maziausiai 625 : 125 = 5 tokie skai¢iai. Galiausiai, kas 625-tas skaiCius
dalijasi i§ penketo, pakelto ketvirtuoju laipsniu, ir prie penketo laipsniy prisidés dar maziausiai
625 : 625 = 1. Todél ir sakéme, kad tuo atveju, kai n > 625, tas 5-to laipsnis n! iSdéstyme yra
maziausiai 125 + 25+ 5+ 1 = 156. O tuo atveju, kai n < 625, tas laipsnis tikrai nevirSija 156 — 4
= 152. Taigi, tokio n!, kad n! baigtysi lygiail 54 nuliais, néra.

Atsakymas. Tokio faktorialo n!, kad n! baigtysi lygiai 154 nuliais, néra.

2 pavyzdys. ISspreskite lygciy sistema
x=1 y-2 3-x-y
xy—3 - xy—4 S 7-x -y
Sprendimas. Sakykime, kad kiekvienos trupmenos reikSmé yra lygi t, tada “iSsilaisving”
1§ vardikliy turésime

x—1=t(xy-3),

y=2=t(xy-4),

3—x—y=t(7-x>—y*).
Jeigu mes visas tas tris lygtis sudétume, tai gautume #(x — y)* = 0. Taigi dabar turime du atvejus.
Jeigut=0,taix=11iry=2. O jeigu X =y, tai i§ pradiniy lyg¢iy seka, kad x = -1. Vadinasi, mes

turime du atsakymus (x; y) =(1; 2) ir (-1; -1).
Atsakymas. (1;2)ir (-1; -1).

3 pavyzdys. Keturi studentai, Gintas, Vaidas, Henrikas ir Andrius ras¢ sunky testa. Yra
zinoma, kad jie nezinoma eile i$ to sunkaus testo gavo 2, 12, 86 ir 6 tasSkus. Be to, mes Zinome
dar Stai ka:

(A) Gintas gavo pampam tasky negu Henrikas;
(B) Henrikas gavo pampam tasky negu Vaidas;
(C) Andrius gavo pampam tasky negu Vaidas;
(D) Gintas gavo pampam tasky negu Andrius.



Zodis pampam turi reik§me ,,daugiau® arba ,,maziau® ir visais keturiais atvejais vieng ir ta
pacia. Nustatykite Andriaus ir Henriko surinkty tasky suma.

Sprendimas. Tuo atveju, kai pampam reiskia ,,daugiau®, Gintas surenka daugiausiai
tasky, o Vaidas maziausiai.

Jeigu pampam reiskia ,,maziau®, tai viskas yra atvirk$¢iai, Vaidas surenka daugiausiai
tasky, o Gintas maziausiai.

Abiem atvejais Henrikas su Andriumi surenka 6 + 12 = 18 tasky.

Atsakymas. Henrikas su Andriumi kartu surenka 18 tasky.

4 pavyzdys. Trys zaidéjai Zaidé azartinius zaidimus i$ pinigy. Prasidedant zaidimui jy
pinigai buvo pasiskirste santykiu 6 : 5 : 4, o zaidimui baigiantis tas santykis buvo 7 : 6 : 5. Vienas
18 zaid¢jy laiméjo 3 eurus. Kiek pinigy jis tur¢jo Zaidimui baigiantis?

Sprendimas. Mes galime tarti, kad bendras pas visus 3 zaid¢jus buvusiy pinigy skaicius
yra 270x. Tada zaidimo pradZzioje pirmasis zaid¢jas tur¢jo 108x, antrasis — 90x, o treciasis — 72 x,
o zaidimui baigiantis pirmasis tur¢jo 105x, antrasis — 90x, o tre€iasis - 75x. Taigi treciasis zaidéjas
yra vienintelis laimétojas ir jis laiméjo 75x — 72x = 3x = 3 eurus. Taigi x = | ir Zaidimui baigiantis
treciasis zaidéjas turéjo 75 eurus.

Atsakymas. Treciasis zaid¢jas tur¢jo 75 eurus.

5 pavyzdys. Turime funkcijg f(x), apibréztg realiyjy skaiiy aib¢je ir jgyjancia
realigsias reik§mes, nusakoma formule f(x) = ax’ +bx’ + cx + 2 ir tenkinancig salyga f(3) = 5.
Ar tada galima manyti, kad: A) f(0) =2, B) f(-3) =-5, C) f(-3) = -1, D) f(3) + f(-3) = 8?
Sprendimas. Aisku, kad A yra teisinga. Taip pat yra aisku, kad f(3) + f(-3) = 4 ir tod¢l f(-3) = -
1. Todé¢l C yra teisinga, o B ir D neteisinga.

Atsakymas. A ir C yra teisinga, o B ir D — neteisinga.

6 pavyzdys. Kurie i$ teiginiy apie skaiciy 211 yra teisingi?

(A) Skaicius 211 yra pirminis skaicius.

(B) Skaicius 211 yra dviejy pirminiy skaiciy sandauga.
(C) Skaicius 211 yra dviejy pirminiy skai¢iy suma.
(D) Skaicius 211 yra trijy pirminiy skai¢iy suma.

Sprendimas. Standartinis patikrinimas rodo, kad skai¢ius 211 i§ tikryjy yra pirminis
skaiCius, nes jis nesidalija nei i$§ 2, nei i$ 3, nei 1§ 5, nei i§ 7, nei i§ 11 nei 1§ 13, o tai yra visi
pirminiai skai¢iai, mazesni uz kvadrating Saknj 1§ 211, kuri yra skaicius tarp 14 ir 15. Taigi
teiginys A yra teisingas, o teiginys B yra neteisingas. Toliau nelyginis skaicius yra dviejy pirminiy
skai¢iy suma, jeigu vienas i$ ty skaiciy yra lygus 2. Taciau taip néra, nes 209 =19 - 11 ir, vadinasi,
teiginys C yraneteisingas. Toliau, 211 gali buti keliais biidais uzrasytas kaip trijy pirminiy skaiciy
suma, pavyzdziui, taip: 211 =101 + 97 + 13, tod¢l teiginys D yra teisingas.

Atsakymas. A ir D yra teisingi, B ir C yra neteisingi teiginiai.

42 1,2
7 pavyzdys. Tarkime, kad x # 1, y # 1 ir x # y. Parodykite, jog jeigu yf * o Zch 4
—x —y

b

2 2
z—X"  ZXx—
tada ) = 4 =x+y+z.

I-x -y
Sprendimas. Tegul

A_yz—xz _Zx—y2
I-x -y

2

arba A(1-x) = yz—x* ir A(1-y)=zx—y°. Kadangi x # y, tai mes turime, kad



/1_ﬁ,(y—x)_/I(I—x)—/I(l—y))_yz—x2—2x+y2 _y(x+y+z)-x(x+y+z)
y—Xx y—Xx y—Xx y—Xx

=x+y+z

8 pavyzdys. Duoti 7 skirtingi natuiralieji (sveikieji teigiami) skaiciai. Yra Zinoma, kad
lygiai 5 18 jy dalijasi 1§ 2, lygiai penki dalijasi i§ 3 ir lygiai penki i$ jy dalijasi i§ 5. Kokig pacia
maziausiajg reikSme gali jgyti pats didZiausias i$ ty 7 skaiciy?

Sprendimas. IS pradziy pabraukime visus skaicius, kurie dalijasi i§ 3, o po to visus,
kurie dalijasi be liekanos i§ 5. Pabraukymo veiksmg daréme 10 karty, vadinasi, i§ ty 7 misy
pradzios skaiciy bent 3 skaiciai yra pabraukti 2 kartus, tai yra, jie dalijasi ir i§ 3, ir 1§ 5, taigi ir i$
15. Tode¢l tie trys skai€iai yra ne mazesni negu, atitinkamai, skaiciai 15 - 1, 15 - 2 ir 15 - 3.Tod¢l
pats didziausias i8S ty 7 skai¢iy yra nemazesnis negu 15 - 3 =45.

Liko surasti tokiy 7 skaiCiy pavyzdi, kuris tenkinty uzdavinio salygas ir kurio pats
didziausias skaicius buty 45. Tinka, pavyzdziui 7 skirtingy skaiCiy rinkinys

10, 12, 15, 18, 20, 30, 45.
Didziausias 1§ ty 7 skaiiy yra 45, ir jie tenkina uzdavinio sglygas: 1§ 2 dalijasi lygiai penki skaiciai
10, 12, 18, 20 ir 30, 1§ 3 irgi lygiai penki skaiciai 12, 15, 18, 30 ir 45. Taip pat lygiai 5 18 jy dalijasi
be lickanos 1S 5 — tai skaiciai 10, 15, 20, 30, 45.
Atsakymas. 45.

9 pavyzdys. Vienoje lentos eilutéje uzraSyti visi sveikojo teigiamo skaiCiaus 13
kartotiniai, pradedant nuo paties pirmojo arba skaiciai
13, 26, 39, 52, 65, 78,91, 104, 117, 130, 143,....,
o kitoje po jais uzrasytos ty kartotiniy skaitmeny sumos arba skaiciai
4, 8, 12, 7, 11,15,10, 5, 9, 4, 8§, ..
Kokia pacig maziausia reikSme gali jgyti antrosios eilutés skaitmeny suma?

Sprendimas. Kadangi natiiraliojo skaiCiaus kartotiniai patys yra sveikieji teigiami
skaiCiai, o pats maziausias nattralusis yra 1, tai nuo jo ir pradésime. Jeigu antrojoje eilutéje
pasitaiko toks skaicius, tai antroje eilutéje atsiranda toks13 kartotinis, kuris yra lygus 1 su po jo
galimai einanciais keliais nuliais. Taciau toks skaicius negali biiti skaiciaus 13 kartotinis, nes jis
i8siskaido tik j keliy dvejety ir tokio pacio penkety skaiciaus sandaugg, o tokia tikrai néra
skaiCiaus 13 kartotinis.

Sekantis pagal didumg antrosios eilutés skaicius galéty biti 2 ir jis galéty atsirasti
antrojoje eilut¢je, jeigu pirmojoje eilutéje atsirasty skaicius, prasidedantis 2-u su galimai keliais
po jo einanciais nuliais arba atsirasty skaicius, susidedantis i§ dviejy vienety su keliais galimai
tarp jy jterptais nuliais. Atvejis 2 su keliais po jo einanciais nuliais taip pat susiveda j tik dvejety
ir penkety sandaugg ir todél yra nejmanomas. Antrasis atvejais, kai kartotinis yra lygus dviem
vienetams su tarp jy jterptiems keliais nuliais biity jmanomas, jei skai¢iy 1000.... dalindami i§
13, galétume gauti tarping lickang lygia 9, tada vietoje eilinio nulio nusikeltume 1, gautume 91 ir
viskas pasidalinty.

Praktikoje viskas taip ir jvyksta, tik labai greitai:
1001
91
91
91
0
Atsakymas. Pati maZziausia skaiciaus 13 kartotinio skaitmeny suma yra lygi 2.




10 pavyzdys. Ar galima visus sveikuosius teigiamus skaicius nuo 1 iki 21 suskirstyti |
keleta grupiy taip, kad kiekvienoje grup¢je pats didziausias skaicius bty lygus visy kity savo
grupés skaiciy sumai?

Sprendimas. Tarkime, kad taip padaryti yra galima. Tada kiekvienos grupés
didZiausiyjy skaiciy suma yra lygi visy kity likusiy skai¢iy sumai. Tai reiskia, jog visus skai¢ius
nuo 1 iki 21 galima suskirstyti j dvi dalis su vienoda suma. Bet tas reiskia, kad visy skai¢iy nuo 1
iki 21 suma yra lyginis skai¢ius. Taciau skaiCius
1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12+13+14+15+16+17+ 18+ 19+ 20+ 21,
kuris yra lygus 10-ties lyginiy ir 11-os nelyginiy skai¢iy sumai arba kitaip skaiciui 22-10 + 11 =
220 + 11 = 231 yra akivaizdZziai nelyginis, tod¢l taip visy skaiCiy nuo 1 iki 21 taip suskirstyti
negalima.

Atsakymas. Ne, taip suskirstyti negalima.

11 pavyzdys. | lentelés 3 x 3 langelius po vieng skaiciy ] kiekvieng langel; yra surasyti
visi sveikieji teigiami skaiciai nuo 1 iki 9. Nagrinésime visas galimas keturiy skai¢iy sumas,
kurios gali biiti gautos visuose keturiuose galimuose mazesniuose 2 x 2 kvadratuose. Kokia yra
pati didziausia galima maziausios tokios keturiy skai¢iy sumos 2 x 2 kvadrate reikSmé?

Sprendimas. ISnagrinésime, kokia yra pati didziausia galima visy galimy keturiy 2 x 2
kvadraty sumos reik§mé. Sakykime, kad sveikieji teigiami skaiCiai a, b, ¢, d, e, f, g, h, i yra
18déstyti lentelés 3 x 3 langeliuose:

a b c
d € f
g h i

Matome, kad skaicius e priklauso visiems keturiems mazesniems 2 x 2 kvadratams, o skaiciai b,
d, fir h — dviem 2 x 2 kvadratams, o lik¢ keturi skaiciai a, ¢, g ir i — vieninteliam 2 x 2 kvadratui.
Todél skai¢iuodami visy keturiy 2 x 2 kvadraty skaitmeny sumg matome, kad ji bus pati
didziausia, kai vietoje i visus 4 kvadratus jeinancio skai¢iaus e imsime 9, vietoje i1 po du 2 x 2
kvadratus jeinantiems skaiciams b, d, f ir h imsime (nesvarbu kokia eile) 8, 7, 6 ir 5, o likusiose
vietose — vél nesvarbu, kokia eile — imsime skaicius 4, 3, 2 ir 1.

Todeél pati didziausia visy keturiy 2 x 2 kvadraty skai¢iy suma yra 4 - 9 + 2(8+7+6+5) + 4+3+2+1
=36+2-26+10=36+ 52+ 10 =98. Tod¢l galima tikétis, kad pati didziausia maZziausiojo 2 x 2
kvadrato skaitmeny suma galéty biiti lygi 24. Ji tikrai negali buti lygi 25, nes tada visuose
keturiuose 2 x 2 kvadratuose esanti suma prasokty 100, o ji yra tik per visus keturis 2 x 2 kvadratus
daugiausiai lygo 98.

Pavyzdys
1 712
8 916
3 514

rodo, kad tai yra jmanoma, nes galimy keturiy 2 x 2 kvadraty skaitmeny sumos yra 25, 24, 25, 24.
Atsakymas. Didziausioji galima maziausios sumos reikSme yra 24.

12 pavyzdys. Parasykime kokj nors 4-zenklj skaiCiy. Po to pirmgjj jo skaitmenj
perkelkime i skaiiaus “gala“ ir po to tuos abu skaicius sudékime. Pavyzdziu galime imti 4-Zenklj
skaiciy 2537, perkéle 2 | gala gauname 5372 ir sud¢je turime 2537 + 5372 = 7909. Deja,
pasiziiréje | sekancius penkiy mokiniy atlikty tokiy paciy veiksmy rezultatus, mes turime
pripazinti, jog tik vienas i$ jy juos atliko teisingai. Kuris?

(A) 4929 (B)4587 (C)7314 (D) 1988 (E)3572

Sprendimas. Jeigu mes tg 4-Zenklj, uZzraSoma naudojant skaitmenis A, B, C ir D

pazymeésime ABCD, tai perstate tikstanciy skaitmenj A | skaiciaus galg gausime 4-zenklj skaiciy



BCDA ir juos abu sud¢je turésime dviejy keturzenkliy skai¢iy ABCD ir BCDA sumag ABCD +
BCDA. Toji dviejy 4-zenkliy skai¢iy ABCD + BCDA suma gali biiti kitaip uzrasyta kaip
1000A + BCD + 10BCD + A = 11BCD + 1001A.

Kadangi skaic¢ius 1001 dalijasii§ 11, taii§ 11 dalijasi ir visa gautoji ty abiejy keturzenkliy skaiciy
suma. Tuo tarpu i§ ty penkiy mokiniy atlikty veiksmy rezultaty matome, jog rezultatai A, kuris
yra 4929, i§ 11 nesidalija. Taip pat i§ 11 nesidalija ir rezultatas C, kuris yra 7314, o taip pat ir
rezultatai D ir E, kurie yra atitinkamai lygiis 1988 bei 3572. Tuo tarpu rezultatas B i§ 11 dalijasi
ir gali biiti gautas kaip dviejy 4-Zenkliy skaiciy 1326 ir 3261 suma, nes 1326 + 3261 =4587.
Todél teisingas yra tik atsakymas B, arba 4587, kurj ir renkamés.

Atsakymas. B arba 4587.

KETVIRTOJI UZDUOTIS

1. Kiek sveikyjy teigiamy skai¢iy N tenkina sekancias 5 salygas: 1) skaiCius N yra lyginis;
i1) skaiciaus N dalybos i$ 5 liekana yra 1; iii) skaiCius N dalijasi i§ 7; iv) skaiius N mazesnis
uz 1000; v) skaiciaus N skaitmeny suma yra 23.

(A)0 (B) 1 ©)2 (D)3 (E) 4

2. Rankininky komandoje yra 7 zaidéjai, kuriy visy tgiai yra skirtingi. Prie§ varZybas treneris

dar kartg iSmatavo visy jy tgj ir paaiSkéjo, kad keturiy paciy maziausiy rankininky tigiy vidurkis

yra 178 cm, o keturiy paciy auksciausiyjy rankininky tigiy vidurkis yra 195 cm. Dar paaiskéjo,

kad visy 7 sportininky vidutinis tigis yra 186 cm. Prie§ varZybas jie visi iSsirikiavo pagal Gig]

pradedant zemiausiuoju ir baigiant auks¢iausiuoju. Koks yra viduriniojo rankininko tigis?
(A)178 cm  (B) 186 cm (C) 186,5 cm (D) 190 cm (E) 195 cm

3. Sios lentelés pirmoje eilutéje paeiliui sura$yti visi skai¢iai nuo 1 iki 10. Antroje eilutéje mes
uzrasome tuos pacius skaicius tam tikra (galbut kita) tvarka, o trecioje eilutéje uzraSome dviejy
skaiciy, esanciy tame paciame lentelés stulpelyje, suma. Kiek yra buidy suraSyti skai¢ius antroje
eilutéje taip, kad kiekvienas skai¢ius trecioje eilutéje biity lyginis?

| 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(A) 1 (B) 10 (C)120 (D) 14400 (E) 3628800

4. Isspreskite lygt]
x*+4x’ —8x+4=0.

5. ISspreskite lygti

2

X
(A++/x+1)*

2(x—6)=

6. Koks yra pats didziausias i$ eilés einanciy sveikyjy teigiamy (natiraliyjy) skaiciy skaicius, kad
jokio 18 jy skaitmeny suma nesidalija be liekanos 1§ 5?

7. Kai Ona atéjo | kambarj, ten esanciy Zzmoniy amziaus vidurkis padidéjo 4 metais. Kai po to |
kambarj jzengé dar ir Barbora, kambaryje jau esan¢iy zmoniy amziaus vidurkis padid¢jo dar 3
metais. Dar yra Zinoma, kad Ona ir Barbora yra vienodo amziaus. Kiek Zzmoniy buvo kambaryje
pries§ jzengiant j jj Onai?



8. Klasées lentoje uzrasyti devyni skirtingi sveikieji teigiami (nattiralieji) skai¢iai. Yra Zinoma, kad
lygiai du 18 jy dalijasi be liekanos 18 2, lygiai trys — 1§ 3, lygiai penki —i§ 5 ir lygiai septyni — 1§ 7.
Tegu M yra pats didZiausias i§ visy lentoje parasytyjy skaiciy. Kokig paciag maziausiaja reikSme
gali jgyti skaiCius M?

9. Tarkime, kad x yra realusis skaic¢ius, tenkinantis lygybe x° + 4x = 8. Nustatykite, kam gali biti
lygus x” + 64x°.

10. Pirmoje eilutéje Jonas 1§ eilés raso visus skaiCiaus 23 kartotinius, pradédamas nuo paties
pirmojo, tai yra, jis i$ eilés raso skaicius

23, 46, 69,92, 115, 138, 161, 184, 207, 230,....
Antroje eilutéje, po jo skaiciais Andrius raSo Jono paraSytyjy skaiCiy skaitmeny sumas, arba
skaiCius

5,10, 15, 11, 7, 12, 8, 13, 9, 5, ...
Atéjes Justinas jy klausia, koks pats maziausias skaicius gali atsirasti tokiu biidu Andriaus
pildomoje eilutéje?

Uzduoties sprendimus prasome i$siysti iki 2026 m. geguzés 4 d. mokyklos adresu: Lietuvos
jaunyjy matematiky mokykla, Matematinio Svietimo centras, VU Matematikos ir informatikos
fakultetas, Naugarduko g. 24, LT-03225 Vilnius. Miuisy mokyklos interneto svetainés adresas:
https://mif.vu.lt/matematikos-olimpiados/ljmm/
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