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1. Duoti tokie teigiami realieji skaiciai a ir b, kad

b a’ b?

- =3, —+—=10.
a

Ty
b b a

Apskaiciuokite a”! + b~ L.
Sprendimas. Padauginkime duotasias lygybes i$ ab:
a® + b? = 3ab, a® + b3 = 10ab.
Kadangi a® + b3 = (a + b)(a? + b*> — ab) = (a + b)(3ab — ab) = 2ab(a + b), tai
2ab(a + b) = 10ab (ab # 0), a+b=35,
25 =(a+b)? = a? + b? + 2ab = 3ab + 2ab = 5ab, ab =5,

T B S
ab 5

Ats.: 1.

2. Keturkampio ABCD jstrizain¢ AC lygi krasStinei AD. Krastin¢je AB yra toks taSkas M, kad
£MDA = £ABD. Irodykite, kad ZACM = 2£ABC.
Sprendimas. Trikampiai ABD ir ADM yra panaSieji, nes jy kampas A yra bendras, o
£ABD = £ADM. 1§ jy panaSumo iSplaukia lygybe % = %. Kadangi AD = AC, tai i$ Cia
gauname, kad A~ %. Kadangi trikampiy ACM ir ABC kampai prie virSiinés A yra vienodi,

AM
tai 18 Sios lygybés gauname, kad jie panasieji, todél ZMCA = £CBA, ka ir reikéjo jrodyti.



3. Kiekviename lentelés langelyje jraSytas skaiCius 1 arba —1. Apskaiciavus kiekvienos eilutés
skaiCiy sumag ir kiekvieno stulpelio skai€iy suma, visi gautieji skaiciai yra skirtingi. Ar tokia
gali buti a) 5 X 6 lentelé; b) 6 X 6 lentelé?

Sprendimas. a) atveju pateikiama 5 X 6 lentel¢ tenkina visas uzdavinio salygas

1 1 1 -1 |4
1 1 -1 -1 |2
1 -1 |-1 |-1 |0
-1 -1 -1 (-1 | -2
-1 (-1 |-1 |-1 |[-1 |-4
3 1 -1 | -3 |-5 | Sumos
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b) Pastebékime, kad maziausia suma, kurig gali jgyti suma 6 X 6 lentelés eilutése arba
stulpeliuose yra lygi —6, o didZiausia yra lygi 6. Be to, kiekviena tokia suma gali buti tik
lyginis skaicius, nes tai yra SeSiy nelyginiy skai¢iy suma. Taciau tarp skaiciy nuo —6 iki 6
egzistuoja tik 7 lyginiai skaiciai (tai —6,—4,—2,0, 2,4, 6). O eiluciy ir stulpeliy skaicius
6 X 6 lentel¢je yra 12. Tod¢l esant bet kuriam 6 X 6 lentelés uzpildymui skaiciais —1 ir 1
tarp jos eiluciy ir stulpeliy rasis tokios, kuriy skaiciy sumos bus tokios pacios.

Ats.: a) gali; b) negali.

4. Su kuriomis natiiraliosiomis n reikSmémis skai¢ius 1,2,3,...,4n galima suskirstyti 1 n
ketverty, kad kiekviename ketverte vienas skaiCius bty lygus likusiy trijy skaiciy
aritmetiniam vidurkiui?

Sprendimas. Pastebékime, kad jei i$ keturiy nattraliyjy skai¢iy vienas yra lygus likusiy
keturiy skaiciy aritetiniam vidurkiui, tai ty keturiy skai¢iy suma dalijasi i§ 4, nes i$ lygybés a =
D+t seka lygybé a + b + ¢ + d = 4a. Taigi, visy skai¢iy suma turi dalintis i§ 4. Kadangi 1 +

3
243+ +4n= 1+24n -4n = 2n(1 + 4n), tai taip bus tik su lyginiais n. Parodysime, kad su

kiekvienu lyginiu n = 2m galima skaicius suskirstyti j grupes taip, kaip sakoma uzdavinio
salygoje. ISnagrinékime grupes A, = {8k + 1,8k + 3,8k +8, 8k +4}, k=10,1,2,..m—1ir
B, ={8k+6, 8k+7, 8k+2, 8k+5}, k=0,1,2,..,m— 1. Paskutiniai i$ $iy grupiy
skaiciy yra likusiy grupés skaiCiy aritmetiniai vidurkiai. Tuomet skaiciy rinkiniai

Ao, A4, .., Ax_1, By, B4, ..., By—1 yra ieskomasis suskirstymas.

Ats.: su bet kuriuo lyginiu n.

X klasé

1. Raskite visus realiyjy skaiciy trejetus (x, y, z), tenkinancius lyg¢iy sistemag
{xz +y% + z%2 =33,
x+ 3y + 5z = 34.
Sprendimas. Jeigu antrgja sistmos lygti padaugtume i§ 2 ir atimtume i§ pirmosios lygties, tai

gautume
x?—2x+y*—6y+2z>—10z = —35.



Ja perrasome taip:
x2—2x+1+y2—6y+9+22-10z+25=0,
(x—1%*+(y—-3)>+(z—-5)?*=0.
Realiyjy skai¢iy kvadraty suma yra lygi nuliui tik kai kiekvienas démuo yra lygus nuliui,
todél vienintelis jmanomas sprendinys yra (x,y, z) = (1, 3,5). Ta¢iau tada
1% + 32 + 52 = 35 # 33,
todél duotoji lygciy sistema sprendiniy neturi.
Ats.: sistema sprendiniy neturi.

2. Trikampis ABC lygiaSonis, AB = BC, kampas prie virsiinés B lygus 20°. Krastinéje AB
yra toks taskas M, kad BM = AC. Raskite kampa AMC.

Sprendimas. Trikampio ABC iSoréje randame tokj taska K, kad trikampis KBC biity
lygiakrastis. I8 ¢ia 2MBK = £ABK = 20° + 60° = 80° = LBAC = £ACB. Kadangi
KB = AB, MB = AC, £tMBK = £ACB, tai trikampiai KBM ir BAC yra lygus, taigi KM =
BC = KA =KC, £LKMB = £ACB = 80°, «£BKM = £ABC =20°. 1§ ¢ia seka, kad
LMKC = 60° — 20° = 40°, o kadangi MK = KC, tai £ZKMC = %(1800 — «MKC(C) = 70°.
Taigi £ZCMB = 80° + 70° = 1509, todél £AMC = 180° — BMC = 30°.

Ats.: 30°.

3. Yra 9 uZzklijuotos dézutés, kuriy pirmoje yra 1 rutuliukas, antroje — 2 rutuliukai ir t. t.,
devintoje dézutéje yra 9 rutuliukai. Ant kiekvienos dézutés yra uzraSyta, kiek joje yra
rutuliuky. Zaidéjai A ir B pakaitomis atlieka ¢jimus, pradeda A. Kiekvienas savo ¢jimu arba
paima vieng rutuliuka i§ bet kurios prapléstos dézutés, arba praplésia bet kurig uzklijuota
dézute ir 1S jos paima vieng rutuliuka. Pralaimi tas, kuris prapléSia paskuting dézute.
Nustatykite, kuris zaidéjas turi pergalés strategija, ir nurodykite j3.

Sprendimas. Pergalés strategija turi B. Jis turi pradzioje praplésti dézutes su 2, 4, 6, 8
rutuliukais. Tam jam prireiks 4 ¢jimy (ar maZziau, jei kurig nors i§ Siy dézuciy praplés A), taigi
jis nepraplés paskutinés dézutés. Po to kad ir kaip bezaidziant A ir B, paskutiné praplésta dézuté
bus nelyginé. Kadangi i§ viso yra 45 rutuliukai, tai prie§ prapléSiant paskuting dézute, bus
paimta lyginis skaic¢ius rutuliuky. Taigi paskuting dézute praplés A, o B laimés.

Ats.: pergalés strategija turi B.



4. Su kuriomis natiiraliosiomis n reikSmémis skaicius 1, 2, 3, ..., 4n galima suskirstyti j n
ketverty, kad kiekviename ketverte vienas skaicius buty lygus likusiy trijy skaiciy
aritmetiniam vidurkiui?

Sprendimas. Zr. 9 klasés 4 uzdavinio sprendima.

XI-XII klasés

1. [Irodykite, kad visiems realiesiems x, y, z i§ intervalo [0; 1] teisinga nelygybé

X y z 1

+ + <=
7T+y3+2z3 T7+z3+x3 T4+x3+y37 3
Sprendimas. Akivaizdu, kad

x N y N z
7+y3+2z3 7+x3+23 T+y3+x3
x z
< + 4 +
6+x3+y3+z3 6+x3+y3+23 6+x3+y3+23

_ xX+y+z
C6+x3+y3+2%

Nesunkiai jsitikiname, kad yra teisinga nelygybé 3x < 2 + x> — tai seka i3 to, kad x® — 3x +
2 = (x —1)%(x + 2) = 0. Analogiskai turime nelygybes 3y < 2 + y3ir 3z < 2 + z3. Sudé¢je

3(x+y+z v v
S Cards) <1. IScia
6+x3+y3+2z3

Sias nelygybes, gaunme, kad 3(x + y + 2z) < 6 + x3 + y3 + 23, taigi

x y z x+y+z <1

+ + < <=
7+y3+2z3 74+x3+2z3 7+y3+x37 6+x3+y3+237 3

2. Trikampis ABC lygiaSonis, AB = BC, kampas prie virsinés B lygus 20°. Krastinéje AB
yra toks taskas M, kad BM = AC. Raskite kampa AMC.

Sprendimas. Zr. 10 klasés 2 uzdavinio sprendima.

3. Yra 9 uZzklijuotos dézutés, kuriy pirmoje yra 1 rutuliukas, antroje — 2 rutuliukai ir t. t.,
devintoje dézutéje yra 9 rutuliukai. Ant kiekvienos dézutés yra uzraSyta, kiek joje yra
rutuliuky. Zaidéjai A ir B pakaitomis atlieka éjimus, pradeda A. Kiekvienas savo éjimu arba
paima vieng rutuliukg i§ bet kurios prapléstos dézutés, arba prapléSia bet kurig uzklijuota
dézute ir 1§ jos paima vieng rutuliukg. Pralaimi tas, kuris praplésia paskuting dézute.
Nustatykite, kuris Zaidéjas turi pergalés strategija, ir nurodykite ja.

Sprendimas. Zr. 10 klasés 3 uzdavinio sprendima.
4. Duoti sveikieji skaiciai a, b, ¢, D, kuriems a + b + ¢ = 0, o skaiCius
D —a3b —b3c — c3a
yra sveikojo skaiCiaus kvadratas. Nustatykite, kurios i§ $iy D reikSmiy yra galimos: a) 79;
b) 2026; ¢) 2027 (skaiciai 79 ir 2027 yra pirminiai).

Sprendimas. Pazymékime k2 = D — a3b — b3c — c3a, ¢ia k > 0. Pastebékime, kad



k*—D=—-a®b—b3c—c3a=—-a3b+b3(a+b) + (a+b)2a=(a?+ ab + b?)2.

Taigi D =(k—a?—ab—b?)(k+a*+ab+b?). Cia a?+ab+b?==(2a+b)*+
3b%2) >0, todél k+a?+ab+h?>=>0. Jei D>0, tai abu skai¢iai k + (a® + ab + b?)
teigiami, o ¢ia pasirinke minusa, gausime mazesnijjj i§ ju. Sie du skaiiai to paties lyginumo,
todel jy sandauga D yra arba nelyginé, arba dali i§ 4. Vadinasi, D # 2026.
Jei skai€ius D pirminis, tai

k+a?+ab+b?=D, k—a?—ab—-b?=1.

Tada a? + ab + b? = % Jei D = 2027, tai (2a + b)? + 3b2 = 4(a® + ab + b?) = 4- 1013

dalijasi i 3 su lickana 2. Tagiau sveikojo skai¢iaus kvadratas (2a + b)? dalijasi i$ 3 su liekana
0 arba 1. Vadinasi, D # 2027. Kai D = 79, lygtis a? + ab + b? = 39 turi sprendinj (a, b) =
(2,5), kuris kartu su c=—a—b=-7 ir k =1+ a?+ ab + b? = 40 tenkina uzdavinio
salyga.

Ats.: tik 79.



