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STOJAMOJI UZDUOTIS

1. Baseine yra du vamzdziai. Per vieng vamzdj vanduo jteka i baseina, o per kita — iSteka 1§ jo. Atidarius
vien pirmaji vamzdj, tuscias baseinas pripildomas 2 valandom ilgiau, negu vanduo is$ pilno baseino isteka,
atidarius vien antrgjj vamzdj. Kai buvo pripildyta trecdalis baseino, buvo atidaryti abu vamzdziai ir per
8 valandas i baseino iStekéjo visas vanduo. Per kiek laiko pirmuoju vamzdziu tuscias baseinas
pripildomas, o antruoju vamzdziu pilnas baseinas iStustinamas?

2. ISspreskite lygti

3
— 4+ 2Vx+1=5.
vx+1+1

3. I8spreskite lygti
2

x+48_5<x+4>
3 x2 T\3 «x/

4. I8spreskite nelygybe
1 1

> .
4x2 " (x —1)?

5. Raskite nelygybés
x2+2x—-24<0

sprendiniy, kuriems galioja nelygybé v2 — 5x < 7, aibg.

6. Naturaliojo skaiciaus n faktorialu yra vadinama sandauga n! = 1-2 -3 - ...- n. Raskite natiiralyjj
skaiciy x, kuriam galioja lygybé
x!

7. Jrodykite, kad skai¢ius n® + 11n dalijasi i$ 6, kai n € N.

8. Nustatykite, kurioms parametro a reikiméms (&ia a # 0) parabolés y = ax? ir y = (x — 2)?
susikerta dviejuose taskuose.

9. Trikampyje MOP turime 2OMP = 10°, £MPO = 60° OP = 8. Taskas K yra krastinéje MP, o
£MOK = 50°. Raskite trikampio OKP perimetra.

10. Trapecijos, apie kurig galima apibrézti apskritima, vidurinés linijos ilgis lygus 5. Ji dalija trapecija |
dvi dalis, kuriy ploty santykis yra 7 : 13. Raskite trapecijos aukstinés ilgj.



I. TEKSTINIAI IR NE TIK... UZDAVINIAI SU PARAMETRAIS

Teorine medzZiaga parengé ir pirmaja uZduotj sudaré mokytojas-ekspertas Kazimieras Pulmonas

Iprasta, kad daugiausia sprendziame jvairiausius tekstinius uzdavinius su konkrec¢iomis skaitiniy
duomeny reikSmémis. Taciau pasitaiko jy su parametrais. Parametrai tai paprastai raidiniai
koeficientai, turintys pastovig reikSme¢ kiekvienu konkreciu atveju uzdavinyje. Sprendziant, o ir
iSsprendus problema ir suradus sprendinius, reikia savikritiSkai jvertinti juos, tyrinéti, kritiSkai
mastyti. Blitinas matematinis samprotavimas jvertinant surasty sprendiniy reikSme.

Kadangi daugeliu atvejy susiduriama ir su kvadratiniy lygciy sprendimu, tenka pasitelkti
sprendiniy egzistavimo salyga (D > 0), Vijeto teorema.

1 pavyzdys. Uz prekiy iSkrovimg darbininkams sumokéta @ Eur. Kadangi | darbg atéjo 3
darbininkais maziau, tai kiekvienas atvykes gavo 3 Eur daugiau negu buvo numatyta. Kiek darbininky
krové prekes?

Sprendimas. Sakykime, kad krové n darbininky (n € N), o buvo pasamdyta (n + 3) darbininkai.

a
Eur.

Kiekvienas darbininkas uzdirbo & Eur, o biity uzdirbe 3
n n+

Pagal salyga:

a a . an+3a—an

_ — 2. —2(n2
R S = 3; 3a=3(n"+3n).

Turime lygtj n®+3n—a=0. Kadangi D = 32_4. (—a)=9+4a >0, o n -ny =—a, tailygtis turi

—34++9+4a

du skirtingy zenkly sprendinius. Teigiamas sprendinys yra 5

—-3++9+4a
2

Ats.: Prekes krové darbininky, a = n* + 3n, neN.

2 pavyzdys. Dvirac¢iams pirkti sporto klubas paskyré »n Eur, taciau paaiskejo, kad kiekvienas
dviratis kainuoja a Eur maziau, todé¢l nupirkta b dvirac¢iy daugiau negu buvo numatyta. Kiek dviraciy
nupirkta?

Sprendimas. Tarkime, kad buvo planuota nupirkti x dviraciy, o nupirkta (x + b) dviraciy.

Planuota vieno dviradio kaina - Eur, o dviratis nupirktas uz " > Eur. Pagal salyga:
X X+
n n nx +nb —nx
—— =a, =a, ax? + abx —nb = 0.
X x+b x(x+b)

Kadangi D =(ab)> —4-a-(—nb)=a’b> +4abn>0, o x;-xy=-nb<0, tai lygties sprendiniai

—ab++ a2b2 +4abn

(dviraciy skai¢ius) yra skirtingy zenkly. Todél x = . Vadinasi, buvo planuota

2a
nupirkti —ab+.Jab(ab+4n) . o nupirkta —ab+./ab(ab+4b) b ab+.ab(ab+4n) dviraciy,
2a 2a 2a
Ats.: Nupirkta ab'tjablab+ 4n) dviraéiy; a>0, b>0, n>0.

2a

3 pavyzdys. Atstumas tarp gyvenvie€iy 4 ir B lygus s km. IS 4 | B tuo paciu metu tuo paciu keliu
iSvaziavo du turistai, kurie tur¢jo pasiekti gyvenviete B tam tikru metu. IS tikryjy pirmas turistas
atvyko | B n h anks¢iau, o antras 3z h pavélavo, nes kas valandg nuvaziuodavo vidutinisSkai » km
maziau negu pirmas turistas. Nustatykite kiekvieno turisto vidutinj greit;.



Sprendimas. Tegul II turisto greitis v kTm, o I turisto greitis (v+r) kTm.E gyvenvietés 4 | B

h, o antras — 2 h.,

pirmas turistas judéjo

vV+r %
Pagal salyga:
S0 =4n,
Vo ov+r
+ J—
sV Zsr SV _an
vi+ry

Turime 4nv? +4nrv—sr =0,
D =(4nr)* —4-4n-(=sr) = 16n*1* +16nsr =16nr(nr + ).
Kadangi n>0, »>0, s>0, tai D> 0 ir lygtis turi du sprendinius. Akivaizdu, kad jie skirtingy

Sr
zenkly, nes v -v, <——
4n’

Todél antro turisto vidutinis greitis
—4nr + \/16nr(nr +5) B \/nr(nr +5s)—nr <km)
2-4n B 2n h)
Pirmo turisto vidutinis greitis

Jnr(nr +s) —nr N Jnr(nr +s) —nr 4+ 2nr nr(nr +s) +nr (km)
r= = —).
2n 2n

N 2n h

Ats. Jnr(nr+s) —nr @ Jnr(nr+s)+nr km

5 h o h’”>0’ r>0, s>0.
n

4 pavyzdys. Apskritimu, kurio ilgis yra s metry, tuo paciu metu i$ tos pacios vietos pajuda du
kiinai. Judédami ta pacia kryptimi jie prasilenkia kas 25 sekundes, o judédami prieSingomis kryptimis
susitinka kas 5 sekundes. Koks yra kiekvieno kiino judéjimo greitis?

Sprendimas. Tarkime, kad vieno apskritimu judancio kiino greitis yra x m (x>0), okito y m
S S
(¥ > 0). Kunams judant vienas priesais kita jy priartéjimo greitis yra (x+ y) ir lygus %2, o judant
s

ta pacia kryptimi priartéjimo (aplenkimo) greitis yra (x—y) ir lygus 2—5 —, (x>).
S

rry=L,
Sudarome lygciy sistema: >
s
X — = —,
4 25
Turime 2x——+i=§ 3—SE, 02y= S5 _ 4s &2
25 25’ 25 s 5 25 25 25 s
g5 25 2s m’ 3s m’
25 s 25 s

5 pavyzdys. Nupirkta keletas kilogramy dviejy rasiy prekiy: pirmos riiSies uz 45 Eur ir antros
rusies uz 20 Eur, be to, pirmos riisies prekiy 1 kg daugiau. 1 kg pirmos riisies prekiy kainuoja a Eur
brangiau negu 1 kg antros riisSies prekiy. Kiek kiekvienos rusies prekiy nupirkta? Raskite sprendiniy
skaiciy, priklausomai nuo galimy a reikSmiy.



Sprendimas. Sakykime, nupirkta n kg antros riiSies prekiy, o pirmos riisies (n+1) kg.

Pirmos riiSies prekiy kilogramo kaina yra A5 Eur, o antros riiSies 20 Eur.

n+1 n
Pagal salyga:
i—Q—a (a>0),
n+l n

45n—20n—20 = an’ + an,
an® + (a—25)n+20=0.
D=(a-25)*—4-a-20=a* —50a +625—80a = a* —130a + 625.
Reiskinio a” —130a +625 > 0 reiksmés yra teigiamos, kai a € (0; 5), o tai reiSkia, kad lygtis turi
du sprendinius.
ISsamiau patyrinékime lygtj an® + (a—25)n+20=0:

n2+9722, 020 0 4e(0:5)
n

a
25—
a

a : . .
> 0, tai abu sprendiniai yra teigiami.

Kadangi n, -n, =§>0, 0 n+ny=
a

2
— g+ _
Vadinasi, II rusies prekiy nupirkta 25-a _\/a 5 130a+625 kg, o I rasies prekiy
a
(25—ai\/a2+130a+625+1>k 25+ a +Va? + 130a + 625
g =

2a 2a

kg.

Kai a=5, tai kvadratin¢ lygtis an’ + (a—25)n+20=0 tampa 572 —20n+20=0 ir

n®—4n+4=0, (n-2)*> =0, n=2 (lygtis turi viena sprendinj).
II rusies prekiy nupirkta 2 kg, o I riiSies prekiy 2+1+3 (kg).
Kai a > 5, tai D <0 ir kvadratiné lygtis sprendiniy neturi.

25—a++a® +130a+625

Ats.: Kai a € (0;5), tai du sprendiniai: II rasies prekiy 5 kg, o I rusies
a
_25+a\a® +130a+625
prekiy 5 kg;
a

kai a =5, tai vienas sprendinys: II riSies prekiy 2 kg, o I riiSies 3 kg;

kai a > 5, sprendiniy néra.

6 pavyzdys. Su kuria & reikSme lygties x> =2x+k=0 sprendiniy skirtumo kvadratas lygus 16?

Sprendimas. I budas.
Lygties x> =2x+k=0 sprendiniai yra x; =1-+1-k ir x, =1++1-k.

2 2
Pagal salyga (1+\/1—k—1+\/1—k) (2\/ ) =16, (\/ k) =4, 1-k=4, k=-3.
11 biidas.
. . .. x] + x2 = 2’ .. 2
Remiamés Vijeto teorema: taigi  (x +x,)" =4,
XXy =k;

(x; —x)2 =x2 —2x1 - xp + x5 = (%2 + 2% - x5 + x2) — 4x1x, = (%1 + x3)% — 4x; - X
=4—4-k



IS salygos 4—4k =16, tuomet k =-3.
Ats.: k=-3.
7 pavyzdys. (Viena i§ 1993 mety Latvijos brandos egzamino uzduociy, paimta i§ Algirdo

Zabulionio knygelés ,,Matematikos brandos egzaminai‘.)
Duota lygtis (¢ —2)x+2ax+2a-3=0.

a) Su kuriomis parametro a reikSmeémis §i lygtis turi du skirtingus sprendinius?
b) Su kuriomis parametro a reikSmémis abu sprendiniai yra teigiami?
Sprendimas. a) Kvadratiné lygtis turi skirtingus sprendinius kai a#2 ir D>0
D=a)*-4-(a-2)(2a-3)=4a* —4(2a* —4a-3a+6)=4(a* —2a* + Ta—6) =
=4(—a* +7a—-6)=—4a* +28a—24.
Sprendziame kvadrating nelygybe
~4a” +28a-24>0]: (-4)

\_. /

1\\~___¢//6

\4
Q

a*-7a+6<0.
Kvadratiné lygtis turi du skirtingus sprendinius, kai a € (1; 2) U (2; 6).
b) Turime duotg redukuotg kvadratine lygti:

X%+ 2a X+ 2a-3 =0.
a-2 a-2
Abu sprendiniai yra teigiami, kai tenkinama sglyga:
XXy = 2a-3 >0, (0) X1+XZ = 2a <0.
Sprendziame nelygybiy sistema:
2a <0,
a—2
2a-3 - 0:
a—2
atsizvelge | a) uzduoties reikalavima.
2a >0, 2a <0,
arba
a—-2<0 a—2>0;
a>0, a<0,
arba
a<?2 a>?2;
I<a<?2
2a-3 >0,
a-2
2a-3>0, 2a-3<0,
arba
a—2>0; a—2<0;
a>15, a<l,5,
arba
a>?2; a<?2;
a>?2, I<a<1,5.

Abu sprendiniai teigiami, kai a € (1; 1,5).

Ats.: a) Lygtis turi du skirtingus sprendinius, kai a € (1; 2) U (2; 6).
b) Abu lygties sprendiniai teigiami, kai a € (1; 1,5).



a-1 _ x+2

8 pavyzdys. Raskite lygties a’+ sprendinius su visomis leistinomis parametro

x(x=2) x-2
a reikSmémis.
a?-1 _ x+2

oD = 22 'x(x—2) x#0, x#2.

Sprendimas. a® +
a’x* —2a’x+a’ -1=x> +2x;
a’x* —x?=2a* -2x+a* -1 =0;
(@® -Dx?=2(a® +D)x+a®>-1=0; a#=l.
Lygties diskriminantas
D=2@+1)?=4-(a*>—-1)(a*-1) =4(a*+2a*+1) —4(a* - 2a* + 1) =
=4(a*+2a*+1—a*+2a%>—-1) =4-4a? = 16a>.

_2Ad*+)tda  (a*+1)+2a

X1:2

2(a® -1) a-1
. a’ —2a+1 _a-1,
@@=+ a+l’

a’>+2a+1  a+l
xZ_ =

(a=D@+l) a-1'

Panagrinékime surastas x reikSmes:

al_ o= a#l; a—_1¢2; a-1#2a+2 = a#-3.
a+l1 a+1
a+1¢0 = a#-1; a+1¢2; a+l#2a-2 = a#3.

a—1 a—
Kai a = £1, lygtis sprendiniy neturi.

0,5,
Kai a=+3, tai 8x* —10x+8=0; 4x>—5x+4=0; x= ,
2 (netinka).
Ats.: Kai a# %1 ir a =43, tai x= a—+l, x=4 -1 (du sprendiniai);
a-—1 a+1

kai a = =1, lygtis sprendiniy neturi;

kai a ==3, tai x=0,5 (vienas sprendinys).

2
9 pavyzdys. Kokia turi buti a reikSmé, kad lygties X xta-1=0 sprendiniy sandauga biity

a
maziausia?
2
Sprendimas. —-x+a-1=0|a,
a
¥ —ax+a® —a =0;
1 budas

Pagal Vijeto teorema x; - x, = a’ —a.
Kvadratinis reiskinys a’—a igyja nulines reikSmes, kai a =0 ir a =1.

Akivaizdu, kad reiSkinys a’—a lgyja maziausig reikSme, kai

a=0,5. 0803~ ¢



11 budas
Pasitelke diferencialinio skaifiavimo zinias, su kuriomis susipaZzinsite baigiamojoje klasé¢je,

reiskinj a’—a galime tyrinéti taikant i§vestines:

f@=(@—a)=2a—-1; 2a-1=0, a =%=0,5.
Ats.: a=0,5.
PIRMOJI UZDUOTIS
Keleivinio ir prekinio traukinio grei¢iy santykis lygus a:b. Keleivinis traukinys i§vyko i$ stoties

A4 0,5 h véliau negu prekinis, o atvaziavo | stot] B 0,5 h anksciau. Atstumas tarp stoCiy 4 ir B
lygus 5 km. Apskaic¢iuokite kiekvieno traukinio greitj.

Stac¢iakampés sporto aikStelés ilgis b m didesnis uz plotj. Palei aikStelés krastus eina vienodo
ploCio a m takas. Sporto aikstelés plotas lygus to tako plotui. Kokie yra aikstelés matmenys?

Trys darbininkai kartu pradeda atlikti tam tikras vienodas uzduotis. 4 darbininkas uzduot;j atlieka
a dieny véliau negu B darbininkas ir b dieny véliau negu C darbininkas. Dirbdami drauge, 4 ir B
numatytg darbg atlieka per tiek pat dieny, kaip ir C. Per kiek laiko §ig uzduotj jvykdyty kiekvienas
darbininkas atskirai? Kaip turi biiti susij¢ nurodyti dydziai, kad uzdavinys turéty sprendinj?

Vienas turistas nu¢jo 18 km, o kitas — 32 km. Pirmasis kelyje uztruko 1 h maziau negu antrasis
ir ¢jo a km/h mazesniu greiciu. Raskite abiejy turisty greicius. Kaip priklauso sprendiniy skaic¢ius
nuo a reikSmiy (a > 0)?

Du sportininkai béga stadiono taku. Kiekvieno jy greitis pastovus, taciau pirmasis stadiono ratg
nubéga a s greifiau negu antrasis. Prad¢j¢ bégti ta pacia kryptimi i§ vienos vietos, sportininkai
susilygina kas b s. Po kiek laiko jie susitikty, jeigu tais paciais greiciais ir tuo paciu taku bégty
prieSingomis kryptimis.

IS vietovés 4 upe pries srove iSplauké motoriné valtis, o i§ vietovés B tuo paciu metu pasroviui
plaustas. Po a h jie susitiko ir toliau plauké nesustodami. Pasiekusi vietove B valtis tuoj pat grizo
ir vietovéje A pasivijo plaustg. Motorinés valties savasis greitis visg laikg buvo pastovus. Kiek
laiko plaukeé plaustas ir kiek — valtis?

Su kuriomis m reikSmémis lygtis x? - (m+D)x+m+4=0 turi du skirtingus neigiamus
sprendinius?

Raskite sveikaja a reikSme, su kuria lygties x° —2a(x—1)—1=0 sprendiniy suma lygi ty
sprendiniy kvadraty sumai?

Raskite lygciy sprendinius su visomis leistinomis parametro reikSmémis:

9.

10

a*(x+1)=2a(x+3)-3(x=3)=0.

1 1 2a+6
. +— =— :
a(2+x) x"-2x x —4x




II. PIRMINIAI IR SUDETINIAI SKAICIAI

Teoring medZiaga parengé bei antraja uZduotj sudaré Vilniaus universiteto docentas Aivaras Novikas

Skai¢iuy dalumas. Visy sveikyjy skaiciy aib¢je {..., —2, —1, 0, 1, 2, 3, ...} atlikdami sudéties ir daugybos
veiksmus, liksime joje: bet kuriy dviejy skai¢iy suma ir sandauga vél yra sveikieji skai¢iai. Siems veiksmams priesingi
yra atimties ir dalybos veiksmai: atimties a — b rezultatas (skirtumas) yra toks vienintelis x, kuriam a = b + x, o
dalybos a: b rezultatas (dalmuo) yra toks vienintelis x, kuriam a = b - x (dalmuo neapibréztas, kai b = 0). Bet kuriy
sveikyjy skai¢iy skirtumas vél yra sveikasis skai¢ius. Siuo poziiiriu dalyba yra jdomiausia: sveikyjy skai¢iy a ir b # 0
dalmuo a: b tik kartais yra sveikasis skaicius. Kai taip visgi nutinka, t. y. kai lygties a = b - x sprendinys x yra sveikasis
(¢ia b # 0), tai sakoma, kad a dalijasi i$ b. Emus tirti §j dalumo sarysj tarp sveikyjy skai¢iy bei visa, kas su juo susije,
pamazu radosi viena i§ didZiyjy matematikos sri¢iy, vadinama skai€iy teorija.

Jei a dalijasi i$ b, tai (sveikasis) skai¢ius b vadinamas (sveikojo) skaiCiaus a dalikliu, o skai¢ius a — skaiciaus b
kartotiniu. Jei apie bet kokj sveikaji b # 0 paklausime, kokie yra jo kartotiniai a, tai atsakymas nebus sudétingas: tai
skaiCiai a = b - x, kur x yra bet koks sveikasis skaicius. Dviejy tokiy kartotiniy suma ir skirtumas vél yra b kartotiniai:
bx; + bx, = b(x; * x,). Padauginus b kartotinj b - x i$ bet kokio sveikojo ¢, vél gaunamas b Kartotinis b - (cx). Jei
turime skaiciaus b kartotinj a = b - x, kur b savo ruoztu yra sveikojo skai¢iaus c kartotinis b = ¢ - y, taia = ¢ - (xy),
taigi a yra c kartotinis. Pagrindéme tokias iSvadas apie sveikuosius skaiCius:

1) jei aq ir a, dalijasi i§ b(# 0), tai ir a; * a, dalijasi i$ b;

2) jei a dalijasi i$ b(# 0), tai ac dalijasi i§ b su kiekvienu sveikuoju c;

3) jei a dalijasi i§ b(# 0), o b dalijasi i$ c(# 0), tai a dalijasi i$ c.

Tiriant skai¢iy dalumg, Siomis i§vadomis paprastai remiamasi nejucia. Pavyzdziui, pastebéje, jog n = 11 768 100
dalijasi i$ 3 (pagal skaitmeny sumg), neskai¢iuodami sumos s = n + 3 - 21%9 ar sandaugos p = n - 95 suvokiame, kad
s ir p dalijasi i§ 3, o kadangi n dalijasi i§ 100, tai n dalijasi ir i$ 4, i§ 25 bei i§ 50 (i$ bet kurio skaic¢iaus 100 daliklio).

Tarkime, kad skai¢ius b nattiralusis (t. y. teigiamas sveikasis). Visi jo teigiami kartotiniai b - x sudaro did¢jancia
seka b, 2b, 3b, .... Kai b = 2, tai $ig sekg gausime, visy natiiraliyjy skaiciy sekoje 1, 2, 3, ... imdami kas antrg skaiciy;
kai b = 3, tai kas trecig; ir t. t. Jei nattralusis a yra sekoje b, 2b, 3b, ..., tai a = bx yra b kartotinis bei dalijasi i$ b.
Tuo tarpu kai natiiralusis a i§ b nesidalija, jis yra tarp dviejy gretimy b kartotiniy bx ir b(x + 1) (jeia < b, tai x = 0).
Abiem atvejais jmanoma a dalyba i b su liekana: atitinkamas x yra Sios dalybos dalmuo, o skaicius r = a — bx,
parodantis, kiek a yra didesnis uz b kartotinj bx, yra $ios dalybos lickana. Cia 0 < r < b — 1. Pavyzdziui, skaiius
a = 325 yra tarp skai¢iaus b = 7 gretimy kartotiniy 7 - 46 ir 7 - 47, tad dalijant a i§ b su liekana gaunami dalmuo
x =46irliekanar = 325 —7x =3.0jeia = 322 =7 - 46, tai gauname x = 46irr = 322 — 7x = 0.

Visi naturaliojo skaiCiaus b teigiami kartotiniai b, 2b, 3b, ... yra ne mazesni uz b. Taigi kiekvieno nattiraliojo
skaiCiaus a visi teigiami dalikliai yra atitinkamai ne didesni uz a, t. y. priklauso aibei {1, 2, 3, ...,a}. Lygybé a = 1-a
parodo, kad maziausias ir didZiausias $ios aibés skaiciai visada yra a dalikliai. Jau matéme, kad nattiraliojo b teigiamy
kartotiniy aibé lengvai nusakoma. Taciau jei i§ eilés didéjimo tvarka imsime natiiraligsias a reikSmes ir kiekvienai
nustatysime jos teigiamus daliklius, tai gautos dalikliy aibés mainysis gana jmantriai:

{1}, {1,2},{1,3},{1,2,4},{1,5},{1,2,3,6},{1,73}, {1,2,4,8}, {1,3,9}, {1,2,5,10}, {1,11}, {1, 2,3,4,6,12}, ...
Tesiant Sig seka, pasitaikys vis didesniy aibiy, ta¢iau niekur nedings ir mazesnés, jskaitant maziausias galimas —
sudarytas tik i§ skaiciy 1 ir a, kuriuos visada rasime tarp skaiciaus a dalikliy. Nattiralieji skaiciai a, turintys lygiai du
teigiamus daliklius (taigi daliklius 1 ir @), vadinami pirminiais. Jie yra labai svarbiis tiek nusakant kity sveikyjy skaiciy
daliklius, tiek skai¢iy teorijoje apskritai. Didéjimo tvarka jie sudaro seka 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, ....

Sudétiniai skaiciai. Kiekvienas nattiralusis nepirminis a > 1 turi daugiau nei du teigiamus daliklius, taigi turi
daliklj d4, kuriam 1 < d4 < a, ir tuo paciu daliklj d, = a: d;, kuriam 1 < d, < a. Natiralieji skaiciai, didesni uz 1,
kurie néra pirminiai, vadinami sudétiniais. Taigi kiekvienas sudétinis skaicius yra dviejy mazesniy natiiraliyjy skai¢iy
sandauga d;d,. Nattraliojo skaifiaus a teigiami dalikliai, nelygiis 1 ir a, vadinami jo tikriniais dalikliais. (Kartais
tikriniu dalikliu laikomas ir skaicius 1, bet ¢ia laikysimés nurodyto apibrézimo.)

1 teiginys. Kiekvienas sudétinis skaiCius yra keliy pirminiy (nebutinai skirtingy) skai¢iy sandauga.

Irodymas. Tarkime prieSingai: kad esama sudétiniy skaiciy, kurie néra pirminiy skai¢iy sandaugos. Sekoje 1, 2,
3, ... pasirinkime patj pirmajji — maziausiajj — i8 jy ir pazymékime a. Tada a = d,d,, kur natiiralieji skaiciai dir d,
yra tarp 1 ir a (neimtinai). Remiantis misy prielaida, kiekvienas nattiralusis skaicius tarp 1 ir a (neimtinai) yra arba
pirminis, arba pirminiy skai¢iy sandauga. Tada ir tokiy skaiciy d; bei d, — pirminiy skai¢iy arba jy sandaugy —
sandauga a = d,d, yra pirminiy skai¢iy sandauga. Gavome prieStarg, todél teiginys teisingas. m

IS Sio teiginio galima iSvesti pora iSvady.

1) Kiekvienas sudétinis skaicius dalijasi i$ bent vieno pirminio skaic¢iaus. Pirminis skaiCius visada dalijasi i$ saves
paties. Vadinasi, kiekvienas natiiralusis skai¢ius, didesnis uz 1, turi pirminj daliklj.

2) Tarkime, kad natiiralusis skai¢ius n > 1 sudétinis. Tada jis yra nattraliyjy d; > 1 ir d, > 1 sandauga. Galime
laikyti, kad d; < d,. Skai¢ius d; turi pirminj daliklj p < d;. Kadangi n = d,d, > d? > p?, tai p < vn. Vadinasi,
kiekvienas sudétinis skai¢ius n turi pirminj daliklj, ne didesnj uz v/n, o jei natiiralusis n > 1 tokio daliklio neturi, tai
skai¢ius n pirminis.



1 pavyzdys. Raskime visus pirminius skai¢ius intervale [320; 340]. Intervalo sveikieji skaiciai, kurie baigiasi
skaitmeniu 0, 2, 4, 6, 8 arba 5, dalijasi i§ 2 arba i§ 5, tad yra sudétiniai. Kiti, kuriy skaitmeny suma dalijasi i$ 3, patys
dalijasi 18 3 ir taip pat yra sudétiniai (tai skaiciai 321, 327, 333, 339). Lieka skaiciai 323, 329, 331, 337. Jie nesidalija
i§ 2, 3 arba 5. Kadangi V337 < 19, tai pakanka tikrinti jy daluma i§ 7, 11, 13 ir 17 (i§ pirminiy skai¢iy, maZesniy nei
19, i8skyrus 2, 3 ir 5). Jei kuris nors i$ likusiy intervalo skai¢iy sudétinis, tai turés tokj daliklj, o jei neturés, tai jis
pirminis. Tikrinant paaiskéja, kad 323 = 17 - 19 dalijasi i§ 17, 0 329 = 7 - 47 18 7 (sudétiniai skaiciai). O skaiciai
n = 331 bei n = 337 neturi pirminiy dalikliy, ne didesniy uz vn < 19, todél yra pirminiai.

Atsakymas. 331, 337.

Jeid; ir d, yra natiralieji skai¢iai, didesni uz 1, tai skaicius a = d;d, sudétinis. Juk tada a turi daliklj d, kuris
ne tik didesnis uz 1, bet ir maZesnis uz a, nes d, > 1 (daliklis d; tikrinis). Kai skai¢ius uzrasytas reiskiniu, kartais
galima tg reiskinj iSskaidyti, atliekant algebrinius pertvarkymus, ir taip jrodyti, kad skaiCius sudétinis. PavyzdZiui,
a = 1501150 — 11132 j§skaidomas pagal kvadraty skirtumo formulg: natiiralusis @ = (15057%)2 — (11°°)? turi daliklj
d, = 150575 — 11%6 > 1, i3 kurio padalije skai¢iy a gauname d, = 15057° + 11°° > 1. Taigi skaidius a = d;d,
sudétinis. Kvadraty skirtumg galima jzvelgti ir skai¢iuje b = 1501150 — 121131 nors §iuo atveju vienas laipsnio
rodiklis nelyginis: b = (15057°)% — (11'31)2 turi (tikrinius) daliklius 150%7% + 11131, Kvadraty skirtumo formulés
naudingai nepritaikysime skai¢iui 15151 — 12131, bet ¢ia to ir nereikia. Sis skaiius sudétinis, nes tai dviejy
nelyginiy skai¢iy skirtumas ir turi tikrinj daliklj 2. Taip pat kvadraty skirtumo formulés nepritaikysime skai¢iui
1501148 — 11133 bet ¢ia verta prisiminti bendresne formule:

a®—=b"=(a-b)(@ '+ a"?b+a"3b% + -+ ab™?+b"1) (skaiCius n > 1 natiiralusis).

Antruosiuose reiskinio skliaustuose sudétos visos galimos n sandaugy akpm 1tk kurk=n—-1,n-2,..,1,0. Jei
Cia skaiCiai a ir b sveikieji, a # b, tai sveikasis skai¢ius a™ — b™ dalijasi i§ a — b. Tarkime, kad skai¢iai a ir b
natliralieji,a > b. Tadaa™ — b™ = dyd,,kurd; =a—b > 1lird, > 1.Jeia — b > 1, tai skaiéius a”™ — b" sudétinis.
Atskiru atveju taip bus, jei b = 1 ir a > 2. Jei turimoje a™ — b™ formuléje imsime nelyginj n ir vietoj b jrasysime —b,
tai gausime a™ + b™ formule, i$ kurios i$plaukia, kad a™ + b™ dalijasi i§ a + b (skaiéiai a ir b sveikieji, a # —b). Jei
skaiCiai a ir b nataralieji ir bent vienas i§ jy didesnis uz 1, tai 1 < a + b < a™ + b™. Tokiu atveju skai¢ius a™ + b™
turi tikrinj daliklj @ + b bei yra sudétinis. Pabrézkime, kad jei laipsniy rodiklis n lyginis, tai a™ + b™ nebitinai dalijasi
i$ a + b. Pavyzdziui, 22 + 3% = 13 nesidalijai§ 2 + 3 = 5.

2 pavyzdys. Jrodykime, kad natiiralieji skai¢iai a; = 3514°191 — 16654403, a, = 3514190 + 1665%405 a5 =
=100...001 (tarp vienety yra 220 nuliy), a, = 212° — 1, ag = 1222279 — 1 sudétiniai. Tam pakanka nurodyti po
tikrinj jy daliklj. Skaic¢ius 9191 =91 -101 = 7 - 13 - 101 dalijasi i$ skaiciy 7, 13, 101. I8 jy dalydami skaiciy 4403,
aptinkame ir jo dalumg i§ 7. Taigi a; = (35141313)7 — (1665°%9)7 turi tikrinj daliklj d, = 35141313 — 166552°.
Lengva pastebéti skai¢iy 9190 ir 4405 bendrg nelyginj daliklj 5 bei tikrinj a, daliklj d, = 3514838 + 1665881,
Skai¢ius az = 10221 + 1 = (10'3)Y7 + 117 turi tikrinj daliklj d3 = 1013 + 1, skai¢ius a, = (23)*3 — 1 — tikrinj
daliklj d, = 23 — 1 = 7, o skaiius as = 12221279 — 11279 _tikrinj daliklj ds = 1222 — 1 =1221. m

Jei iSnagrinétame pavyzdyje turétume skai¢iy 21279 — 1, tai negalétume gauti jo tikrinio daliklio kaip skaiciui as,
nes tegautume (netikrinj) daliklj 2 — 1 = 1. Taip pat negalétume gauti tikrinio daliklio kaip skai¢iui a,, nes skai¢ius
1279 pirminis, kitaip nei 129 = 3 - 43. Skai¢iai M,, = 2™ — 1, kur skaiéius n natiiralusis, vadinami Merseno skaiciais
(pranciizy matematikas Marin Mersenne, 1588—1648). Pavyzdyje matéme, kad Merseno skai¢ius a, = M54 sudétinis.
Tuo jsitikinti padéjo pastebéjimas, kad indeksas n = 129 = 3 - 43 sudétinis. Esama ir pirminiy Merseno skaiciy. Jie
gaunami imant pirmines n reikSmes: M, = 3, M3 = 7, Mg = 31, .... Visgi net su pirminiu n skai¢ius M,, gali buti
sudétinis, pavyzdziui, M;; = 23 - 89. Merseno skaiéiai svarbiis, ieskant dideliy pirminiy skai¢iy. Siuo metu (2025 m.
pradzioje) didziausias nustatytas pirminis skaicius yra My 3¢ 279 g41, turintis 41 024 320 skaitmeny. Neskaitant jo, $esi
didziausi nustatyti pirminiai skai¢iai taip pat yra Merseno skai¢iai. Nuo 1952 m., kai buvo nustatyta, kad skai¢ius Ms,4,
turintis 157 skaitmenis, yra pirminis, didziausias nustatytas pirminis skai¢ius visada buvo Merseno skaicius, iSskyrus
pertrauka nuo 1989 iki 1992 mety. Dideli pirminiai skaiciai (nors ir ne patys didziausieji tarp §iuo metu zZinomy) yra
svarbiis kriptografijoje — informacijos Sifravimo ir i§§ifravimo moksle, nuo kurio priklauso kibernetinis saugumas.

Toliau mums pravers toks pastebéjimas: jei natiiralieji skai¢iai a ir b dalijasi i§ natiiraliojo skaicCiaus n atitinkamai
su lickana 1 ir su lickana r, tai jy sandauga dalijasi i$ n su lickana r. Tai i$plaukia i§ tapatybés (nk, + 1)(nk, + 1) =
= n(nk,k, + rky + k;) + r. Tada dauginant bet kiek natiraliyjy skai¢iy, kurie dalijasi i§ n su lickana 1, gautoji
sandauga dalijasi i§ n su lickana 1. Pavyzdziui, skaicius 1667 dalijasi i§ 5 su lickana 2, bet galima patikrinti, kad
1667* dalijasi i$ 5 su liekana 1. Skai¢ius 1667440 yra keliy (1100-o0) skaiiy, lygiy 16674, sandauga, tad taip pat
dalijasi i§ 5 su lickana 1. Tada 1667%4°1, 16674402 ir 1667493 dalijasi i§ 5 atitinkamai su ta pacia lickana kaip
16671, 16672 ir 16673, taigi su liekana 2, 4 ir 3.

3 pavyzdys. Jrodykime, kad natiiralieji skai¢iai a; = 3514°192 — 1667%4%2, g, = 3514191 + 16674401 ir
as = 35149192 + 16674492 sudétiniai. Skai¢iaus a, atveju pakanka pastebéti skaiciy 9192 ir 4402 bendrg daliklj 2,
o tada — skaiGiaus a tikrinj daliklj 35144°% — 16672201, Skai¢iui a; $ios idéjos nepritaikysime, nes turime laipsniy
suma, o ne skirtumga, tad laipsniy rodikliy bendras lyginis daliklis 2 netinka. Nelyginio bendro daliklio, didesnio uz 1,
nei skai¢iams 9192 ir 4402, nei (skai¢iaus a, atveju) skai¢iams 9191 ir 4401 nerasime. Todél Siuo atveju mastykime
kitaip: tikrinkime skai¢iy a, ir a3 daluma i§ 2, 3, 5, .... I§ 2 jie nesidalija kaip lyginio ir nelyginio skaiciy sumos.



Skai¢iai 3514 ir 16672 dalijasi i§ 3 su liekana 1, todél 3514°1°1 dalijasi i§ 3 su liekana 1, o 1667%401 =
= (16672)?290 . 1667 su ta pacia liekana 2 kaip skai¢ius 1667. Pazyméje 3514191 = 3k + 1, 1667**°1 = 31 + 2,
gauname, kad a, = (3k + 1) + (3L + 2) = 3(k + L + 1) turi tikrinj daliklj 3. Pakartoj¢ $iuos samprotavimus su as,
norimo rezultato negautume: as; = 35149192 + 16674492 = 3k, + 1) + (3l; + 1) = 3(ky + [;) + 2. Skaiiai
35142 ir 1667* dalijasi i§ 5 su lickana 1, todel 3514°192 = (35142)*5% dalijasi i§ 5 su liekana 1, 0 16674402 =
= (16674)1100. 16672 su ta pacia lickana 4 kaip 16672. Pazyméje 35149192 = 5k, + 1, 1667**92 =51, + 4
gauname, kad a; = (5k, + 1) + (50, + 4) = 5(k, + I, + 1) turi tikrinj daliklj 5. m

Mums pasiseké, kad pavyzdyje dideli skaiiai a, ir a; turi mazus pirminius daliklius. Bendruoju atveju
patikrinimas, ar duotas didelis skaiCius yra pirminis, ar sudétinis, gali biiti kur kas ilgesnis, per trumpa laika
nejveikiamas net kompiuteriui. ISnagrinékime dar porg ypatingy — uzraSomy i$skaidomais reiskiniais — skaiciy.

4 pavyzdys. [rodykime, kad skaiius ¢ sudétinis, kai a) c = 625673 + 267%; b) ¢ = 2 - 3990 4 2. 3661 — 3330 _ 1,

a) Pastebékime, kad ¢ = a? + b?, kur a = 25%73 ir b = 2337, Kadangi 2ab = (5°73)% - (2169)2 yra sveikojo
skaiCiaus kvadratas, tai pridéje ir atéme jj i$ ¢, gauname kvadraty skirtuma:

¢ = (a% + 2ab + b?) — 2ab = (a + b)? — (5673 . 2169)2 — (25673 4. 2337 _ 5673 . 2169) (5673 4 2337 4 5673 . 2169)

Cia pirmasis dauginamasis d, maZesnis uZ antrajj, bet didesnis uz 1, nes 25673 > 5673 . 2169 Taigj tai tikrinis ¢ daliklis.

b) Turime ¢ = f(3339), kur f(n) = 2n3 + 6n? — n — 10. Tikrinant sveikgsias n reikimes, galima pastebéti, kad
daugianaris f turi Saknj —2, t. y. f(—2) = 0. Jei bet koks daugianaris p(x) turi $aknj c, tai jis lygus (x — c)p; (x), kur
p1(x) yra daugianaris. Taigi f(n) turi biiti jmanoma i$skaidyti taip, kad vienas dauginamasis bity n — (—2) = n + 2.
Paméginkime tai atlikti, dirbtinai reiSkinyje sudarydami narius, besidalijancius i§ n + 2:

fm)=2n’(n+2)—4n’+6n —n-10=2n’(n+2)+2n —n-10=

=2n°(n+2)+2nn+2)—4n-n—-10=2n%+2n)(n+2)-5n—10 = 2n®> +2n - 5)(n + 2).

Skaicius ¢ lygus d,d,, kurd; =333+ 2> 1,d, =2-3%0° +2.3330 — 5> 1, taigi yra sudétinis.

¢) Atsakykime j papildoma klausimg apie f(n) i b dalies: kokios yra pirminés |f(n)| reik§més, kai n sveikasis?
Pirminio p vieninteliai skaidiniai dviem sveikaisiais dauginamaisiaisyral-p =p-1 = (-1) - (—p) = (—p) - (—1).

Todél jei skai¢ius n sveikasis, o skai¢ius |f(n)| pirminis, tai n + 2 = +1 arba 2n? + 2n — 5 = 4+1. Tadan = —1,
-3, _1im, 1 arba —2. Trys n reikSmés —1, —3, 1 tinka. Atitinkamos |f(n)| reikSmés sudaro atsakyma: 5, 7, 3. m

2

5 pavyzdys. Nustatykime visas pirmines | f(n)]| reik§mes, kai n sveikasis, f(n) = 2n® + n? — n — 4. Siuo atveju

daugianaris f (n) sveikyjy Sakny neturi, tad jo nei$skaidysime, kitaip nei 4 pavyzdyje. Bet tai ir nebtina. Pastebékime,

kad skai¢ius n? — n visada lyginis (dviejy lyginiy arba nelyginiy skai¢iy skirtumas). Todél lyginés yra ir visos riipimos

f(n) =2(n3—2)+ (n? —n) bei |f(n)]| reiksmés. Skaicius |f(n)| turi biiti pirminis ir lyginis. Kiekvienas pirminis

skaiCius p dalijasi tik i§ +1 ir i§ *p, tad jei p lyginis, t. y. turi daliklj 2, tai p = 2. Taigi turime ieskoti sveikyjy n,
kuriems f(n) = +2. Lengva pastebéti, kad (1) = —2. Taigi |f (n)]| igyja vienintelg pirming reikSme 2.

Papildykime uzdavinj: raskime visus sveikuosius n, kuriems skaicius |f(n)| pirminis. Tada f(n) = £2 ir

2n3 + n? —n = 4 + 2. Kadangi 2n® + n? — n dalijasi i$ n, tai i$ n dalijasi 4 + 2 = 6 arba 4 — 2 = 2. Liko tiesiogiai

patikrinti galimybes n = +1, +2, +3, +6. Gauname atsakyma: | (1)| = 2; |f(n)| nepirminis sveikiesiemsn # 1. m

Pirminiai ir sudétiniai skaiCiai aritmetinése progresijose. Prisiminkime: aritmetiné progresija yra tokia seka
a,a+d,a+2d, ..., kurios kiekvienas naujas narys gaunamas, prie paskutinio gauto nario pridéjus duotg skaiciy d.
Cia nagrinésime tik begalines aritmetines progresijas, kurioms a ir d yra natiralieji skaiiai.

6 pavyzdys. Nagrinékime aritmeting progresija 3, 7, 11, ..., sudarytg i$ visy natiiraliyjy skaiciy, kurie dalijasi
i$ 4 su lickana 3. Pirminius skaiCius joje sunumeruokime didéjimo tvarka: q¢; = 3,9, = 7, q3 = 11, q4 = 19, ....

a) Nustatykime, ar seka q;, g5, ... baigtiné, ar begaliné¢. Mums pravers du pastebéjimai.

1) Natiiralieji skaiciai dalijasi i§ 4 su lickana 0, 1, 2 arba 3 bei sudaro atitinkamas progresijas 4, 8, 12, ...;
1,5,9,..2,6,10,...; 3,7, 11, .... TreCiojoje iS jy visi skaiiai turi daliklj 2, todél visi, i§skyrus patj skaiCiy 2, yra
sudétiniai. AnalogiSkai pirmojoje progresijoje visi skai¢iai sudétiniai. Taigi kiekvienas pirminis skai¢ius arba dalijasi
i$ 4 su lickana 1 arba 3, arba yra lygus 2.

2) Sudauging bet kiek natiiraliyjy skaiciy, besidalijanciy i§ 4 su lickana 1, gausime sandauga, kuri taip pat dalijasi
i$ 4 su $ia liekana. Taigi pirminiy skaiciy i$§ progresijos 1, 5, 9, ... sandauga niekada nesidalija i$ 4 su lieckana 3.

Dabar tarkime, kad progresijoje 3, 7, 11, ... pirminiy skaiCiy kiekis téra baigtinis. Nagrinékime visy $iy pirminiy
skai¢iy sandauga Q = 1993 .- qx. SkaiCius 4Q — 1 nesidalija i§ q; (priesingu atveju dalytysi 4Q — (4Q — 1) = 1).
Analogiskai 4Q — 1 nesidalija i$ q4, g3, ..., Gx—_1, taip pat i$ 2. Kadangi skai¢ius 4Q — 1 = 4(Q — 1) + 3 nesidalija i$
jokio pirminio skaiciaus, kurio dalybos i§ 4 lickana yra 3, nei i§ 2, tai §is skaicius pats néra pirminis ir yra pirminiy
skaiCiy i$ progresijos 1, 5, 9, ... sandauga. Taciau tada $i sandauga 4(Q — 1) + 3 dalijasi i§ 4 su liekana 1. Gavome
priestarg. Vadinasi, duotojoje progresijoje yra be galo daug pirminiy skai¢iy g4, g5, ....

b) Lengviau yra pagrjsti, kad duotojoje progresijoje yra ir be galo daug sudétiniy skai¢iy. I§ tiesy, jos nariai
gaunami prie pirmojo nario 3 kelis kartus pridedant 4, ir tarp jy galima aptikti be galo daug skaiciy 3 + 4 - 3,
34+4-6,3+4-9, ..., kurie visi dalijasi i§ 3, bet yra didesni uz 3, tad yra sudétiniai. Skai¢iy liks be galo daug, net
jei kiek sustiprinsime salyga ir ieSkosime progresijos nariy, kurie turi daugiau nei 6 teigiamus daliklius. I§ eilés
perrinkdami narius, randame skai¢iy 63 = 32 - 7, kuris turi 6 daliklius 1, 3, 7, 9, 21, 63. Prie jo vis pridédami 4,
gauname be galo daug progresijos nariy 63 + 4 - 63k, kur k = 1, 2, 3, .... Jie visi dalijasi i§ 63, bet yra didesni uz 63,



taigi turi tuos pacius 6 skai¢iaus 63 daliklius ir dar bent po vieng teigiamg daliklj (patj skai¢iy). Vadinasi, progresijoje
yra be galo daug nariy, kurie turi daugiau nei 6 daliklius. m

7 pavyzdys. Apie pirminius skaiCius aritmetinéje progresijoje dar galima klausti, kiek daugiausiai i$ eilés einanciy
progresijos nariy gali biiti pirminiai skaiciai. | §j klausimg atsakykime progresijoms a) 3, 7, 11, ...; b) 1, 31, 61, ....

a) Seka prasideda trimis pirminiais skaiciais 3, 7, 11, po kuriy eina sudétinis skai¢ius 15. Toliau joje negausime
daugiau nei dviejy gretimy pirminiy nariy, nes sudétinius narius 3 +4-3,3+4-6,3 +4 -9, ... turime kas trecioje
pozicijoje (skai¢iuojant nuo antrojo nario), o tarp bet kuriy dviejy tokiy pozicijy yra tik po du narius.

b) Progresijoje ketvirtasis narys 91 dalijasi i§ 7 (yra sudétinis). Todél kas septintas narys, skai¢iuojant nuo
penktojo, yra sudétinis: tai skaic¢iai 91 + 30 - 7k, kur k = 1, 2, 3, ..., besidalijantys i§ 7. Tarp tokiy nariy progresijoje
yra po 6 narius, todél joje negali biiti daugiau nei 6 iS eilés einantys pirminiai nariai. Kita vertus, tiesiogiai tikrinant
galima aptikti 6 pirminius progresijos narius 541, 571, 601, 631, 661, 691.

Atsakymas. a) 3; b) 6.

6 pavyzdyje radome didéjancig progresija, kurioje yra be galo daug pirminiy skai¢iy. Vadinasi, pirminiy skaiciy
yra be galo daug. Be to, galima jrodyti (nors ir daug sudétingiau), kad be galo daug pirminiy skaiciy yra kiekvienoje
aritmetinéje progresijoje a, a + d, a + 2d, ..., kur a ir d yra natiiralieji skaiciai, neturintys bendro daliklio, didesnio
uz 1. Sis teiginys vadinamas Dirichlé teorema apie aritmetines progresijas (vokie¢iy matematikas Gustav Lejeune
Dirichlet, 1805-1859). Pavyzdziui, yra be galo daug pirminiy skaiciy progresijoje 7, 29, 51, ..., t. y. be galo daug
pirminiy skaiciy, kurie dalijasi i§ 22 su liekana 7. Taigi lygtis p = 22n + 7 turi be galo daug sprendiniy (n, p), kur
skaiCius n nattiralusis, o skai¢ius p pirminis.

Skaidinys pirminiais daugikliais. Skaidant skaiCiy dauginamaisiais (net ir pirminj), visada galima prirasyti bet
kiek daugikliy, lygiy 1. Atmetus ypatinggjj — nei pirminj, nei sudétinj — daugiklj 1, pirminiai skai¢iai tampa
neiSskaidomi (jy vienintelis skaidinys p = 1-p =p - 1). Taigi pagal 1 teiginj visi sudétiniai skaiciai daugybos
pozitriu sudaryti i§ pirminiy skaiciy, kurie yra lyg nedalomos dalelés, natiiraliyjy skaic¢iy atomai. Skaiciy teorijoje itin
svarbus pastebéjimas, kad, turint du $iy atomy rinkinius, i$ jy sudaryti skaiciai bus skirtingi, nebent patys rinkiniai
sutapty (galbiit elementy tvarkai juose skiriantis). Tai jrodyti mums padés toks pagalbinis teiginys.

2 teiginys. Tarkime, kad nattraliyjy skai¢iy sandauga a - b dalijasi i$ pirminio skaiCiaus p. Tada bent vienas i§
dauginamyjy a ir b taip pat dalijasi i§ p.

Irodymas. Jsivaizduokime mechaninj laikrodj su viena rodykle, kurio ciferblatas turi p padaly, i§ eilés ratu
pazyméty skai¢iais 0, 1, 2, ..., p — 1. Tarkime, kad pradiné rodyklés padétis yra padala 0 ir kad vienu éjimu leidZziama
pasukti rodykle per a padaly pagal laikrodzio rodyklg. Jei po pirmojo ¢jimo rodyklé grizta | prading padétj, tai postkis
per a padaly yra vienas ar keli postkiai per p padaly. Tada a dalijasi i$ p. Toliau tarkime, kad a nesidalija i§ p ir tada
po pirmojo éjimo rodyklé atsiduria ties padala r, kur r > 0. Turime jrodyti, kad b dalijasi i8 p.

Kartojant ¢jimus, rodyklé pradzioje sustoja ties padala v > 0, o toliau gali sustoti ir ties kitomis padalomis.
Maziausig teigiamg skaiciy, ties kurio padala sustoja taip sukama rodyklé, pazymékime 1. Tarkime, kad rodyklé
atsiduria ties 1, po k €jimy. Tada bet kurie k &jimy prilygsta rodyklés posiikiui per 1y padaly. Kartojant tokj postikj
(pradéjus ties 0), po keliy posiikiy atliksime pirmg pilng apsisukimg apie ciferblato centra, pasieke ir galbiit prasoke 0.
Jei rodyklé sustoja tiksliai ties 0, tai p dalijasi i§ 7. Kadangi 0 < 1y < p, o skai€ius p pirminis, tai ry = 1. PrieSingu
atveju rodykle, prie§ praSokdama padalg 0, buity maziau nei per 1y padaly nuo jos, o kitu postikiu prasokusi ja, atsidurty
ties padala 1y, kur 0 < 1y < 1. Tai priestarauja misy uzfiksuoto skaic¢iaus 7, minimalumui. Vadinasi, 1, = 1.

Pradzioje atlikus k - b &jimy, rodyklé pasukama per a - k - b = kab padaly. Cia ab dalijasi i§ p, todél kab dalijasi
i§ p, o per tiek padaly pasukta rodyklé sustoja ties 0. Kita vertus, k ¢jimy prilygsta rodyklés postkiui per 7, = 1
padala, tod¢l atlikus k - b ¢jimy rodyklé pasukama per b padaly. Taigi posiikis per b padaly grazina rodykle i prading
padétj O ir prilygsta vienam ar keliems posiikiams per p padaly. Tada b dalijasi i§ p — tai ir reikéjo jrodyti. m

Irodyme gautas tarpinis rezultatas 1y = 1 reiskia, kad duotas nattiralusis a visada turi kartotinj ka > 0, kuris
dalijasi i§ duoto pirminio p su liekana 1. ISspresime susijusj uzdavinj, susiSaukiantj su 2 teiginio jrodymo idéjomis.

8 pavyzdys. Intervale [0; 826] raskime natiiraliuosius k ir [, kuriems 227k dalijasi i§ (pirminio) skai¢iaus 827 su
liekana 1, 0 2271 su lickana 48. Nagrinékime ciferblatg su 827 padalomis 0, 1, ..., 826 ir viena rodykle, kurios pradiné
padétis yra 0. Po k; = 4 éjimy, kai rodyklé sukama per 227 padalas, jos padétis bus 4 - 227 — 827 = 81.Po k, = 11
posiikiy per 81 padalg (kiekvienas toks postukis gaunamas per k; €jimy) rodyklé bus ties 11 - 81 — 827 = 64. Po
k3 = 13 posukiy per 64 padalas ji bus ties 13 - 64 — 827 = 5; po k, = 166 posiikiy per 5 padalas — ties 166 - 5 —
— 827 = 3; pagaliau po ks = 276 posiikiy per 3 padalas —ties 276 - 3 — 827 = 1. Taigi atlickant ¢jimus, kai sukama
per 227 padalas, po k ik k3ksks = 26 206 752 ¢jimy rodyklé atsidurs ties 1. Kaskart atlikus 827 ¢&jimus, rodyklé
grizta | prading padétj. Todél vietoj 26 206 752 = 827 - 31 688 + 776 pakanka atlikti k = 776 &jimus. Po tiek ¢jimy
rodyklé atsiduria padétyje 1, tad padétj 48 gausime po 776 - 48 = 37 248 = 827 - 45 4+ 33 arbapo | = 33 ¢jimy.

Atsakymas. k = 776, | = 33.

2 teiginys vadinamas Euklido lema (senovés graiky matematikas Euklidas Aleksandrietis, apie 300 m. pr. Kr.).
Jis nusako esmine¢ pirminiy skai¢iy savybe, kuri juos iSskiria tarp sudétiniy skaiciy. Jokiam sudétiniam skaiciui p Sis
teiginys negalioja. Pavyzdziui, jei p = 6, tai 12 = 4 - 3 daljjasi i§ p, bet nei a = 4, nei b = 3 nesidalija. I$ Euklido
lemos iSplaukia jos apibendrinimas: sudauginus bet kiek nattraliyjy skaiciy ir jy sandaugai dalijantis i§ pirminio
skaiCiaus p, i$ jo turi dalytis bent vienas dauginamasis. IS to savo ruoztu iSplaukia, kad keliy nattraliyjy skaiciy,



nesidalijan¢iy i§ pirminio p, sandauga i§ p nickada nesidalija. Jokie du skirtingi pirminiai skaiciai vienas i§ kito
nesidalija (pirminio skaiCiaus apibrézimas), tad atskiru atveju gauname tokig iSvadg: keliy (nebttinai skirtingy)
pirminiy skaiciy sandauga nesidalija i§ jokiy pirminiy skai¢iy, iSskyrus sudaugintuosius.

Pavyzdziui, nedalydami skai¢iaus @ = 2-2-2-13-41-41 =23.13-412 i§ 7 su liekana, ir taip galime biiti
tikri, kad jis i§ 7 nesidalija. Taip pat galime buti tikri, kad a nesidalija i§ 91 = 7 - 13: jei a dalytysi i§ 91,091 —i§ 7,
tai a dalytysi i§ 7. Matome, kad a dalijasi i§ 41 ir i§ 412. Ar jis gali dalytis i§ 413 ar skai¢iaus 41 dar didesnio laipsnio?
Jei dalytysi, tai turétume a = 413 - b, kur skaicius b sveikasis. Padalije $ig lygybe i$ 412, gautume 23 - 13 = 41 - b.
Si lygybeé klaidinga, nes jos desinioji pusé vis dar dalijasi i§ pirminio skaiGiaus 41, o kairioji (kaip kitokiy pirminiy
skai¢iy sandauga) nesidalija. Analogiskai jrodoma, kad a dalijasi i§ 2°(= 1), 21, 22, 23 betne i§ 2%, 25, ... ir apskritai
kad pirminiy skai¢iy sandauga, kurioje dauginamasis p sutinkamas lygiai n karty, dalijasi i§ p°, p1, p?, ..., p™, bet ne
is p™*1, p"*2 . (jskaitant atvejj n = 0). Vadinasi, jei dvi pirminiy skai¢iy sandaugos yra lygios, tai joks pirminis
skaiCius kaip dauginamasis negali buti sutinkamas vienoje i$ jy daugiau karty nei kitoje (kitaip viena sandauga dalytysi
i§ tokio pirminio skaiciaus didesnio laipsnio nei kita). Taigi lygiose pirminiy skai¢iy sandaugose kiekvienas pirminis
skaicius kaip dauginamasis pasikartoja po tiek pat karty. Tai jrodo 3 teiginj.

3 teiginys. Dvi (nebutinai skirtingy) pirminiy skai¢iy sandaugos yra lygios tada ir tik tada, kai skiriasi nebent
dauginamyjy tvarka.

Prisiminkime 1 teiginj: sudétiniai skai¢iai yra pirminiy skai¢iy sandaugos. 3 teiginys nurodo, kad kiekvienam
sudétiniam skai¢iui tokia sandauga yra vienintelé dauginamyjy tvarkos tikslumu (t. y. nekreipiant démesio ]
dauginamyjy tvarka). Turint pirminiy skai¢iy sandauga, visus vienodus pirminius skai¢ius joje galima sugrupuoti ir
uzraSyti skai¢iy laipsniais (pvz., 5-5-7 527 = 2- 53 - 7%). Tokiu biidu gaunama kiekvieno sudétinio skaiciaus
iSraiSka skirtingy pirminiy skaiciy laipsniais — to skai¢iaus skaidinys pirminiais daugikliais (trumpinsime SPD).
Dabar galime apjungti 1 ir 3 teiginius bei taip performuluoti: kiekvienas sudétinis skaicius turi lygiai vieng skaidinj
pirminiais daugikliais dauginamuyjy tvarkos tikslumu. Sis teiginys vadinamas Pagrindine aritmetikos teorema
(trumpinsime PAT). Jo svarbg sunku pervertinti: SPD egzistavimas ir vienatis leidzia efektyviai analizuoti skai¢iy
dalumo savybes ir i$spresti jvairius skaiéiy teorijos uzdavinius.

Nagrinékime baigtinius pirminiy skai¢iy rinkinius, kuriuose elementai gali kartotis, o elementy tvarka nesvarbi.
I§ esmés Pagrindiné aritmetikos teorema nusako abipus vienareikSmyj atitikimga tarp nattraliyjy skaiciy ir tokiy rinkiniy.
Kiekvieng sudétinj skai¢iy a atitinka jo unikalus ir vienintelis rinkinys — keli (daugiau nei vienas) pirminiai skai¢iai,
kuriy sandauga lygi a. Pirminius skaiCius atitinka rinkiniai i§ vieno skaiCiaus, o ypatingajj skai¢iy 1 — ypatingasis
tuscias rinkinys (turintis 0 elementy). Formaliai galima laikyti, kad pirminiai skaiciai yra pirminiy skaic¢iy sandaugos
i$ vieno dauginamojo, o skai¢ius 1 — tokia ,,sandauga“ i$ 0 dauginamuyjy.

Skai¢iaus n SPD bendruoju atveju atrodo taip: n = pf 1p§ Z .. p,? * Ciapy, Py, ..., P — skirtingi pirminiai skaiciai
(kuriy yra k = 1), skaiciai a4, a,, ..., a; — natiiralieji. Galima neatmesti ir atvejo k = 1, a; = 1: tada skaifius n = p,
yra pirminis, ir jo skaidiniu pirminiais daugikliais laikykime jj patj (formali sandauga i§ vieno pirminio dauginamojo).
Galime pakeisti PAT formuluote, iSplésdami skaiciy, kuriems teorema teisinga, aib¢: po lygiai viena SPD turi ne tik
sudétiniai, bet apskritai visi nattiralieji n > 1. Tarkime, kad nattiraliojon > 1 SPD yran = pf 1p§ z ...p,?". Tada visi
skaiciai pf 1p§ Z .. p,f", kur kiekvienas b; yra bet koks sveikasis skai¢ius tarp 0 ir a; (imtinai), yra skai¢iaus n teigiami
dalikliai. Kity teigiamy dalikliy skaiCius n neturi (jei turéty, tai n turéty ir antrg, kitokj SPD), ir jokios dvi pf ! pg Z .. p,lz k
reik§més nesutampa (jei sutapty, tai iSraiSkose nubrauke nereikalingus daugiklius p), vélgi gautume dviejy SPD
lygybe, priestaraujanciag PAT). Kadangi n teigiamo daliklio pf lpg 2 ...p,lz" iSraiskoje kiekvienas rodiklis b; gali jgyti
bet kurig i§ a; +1 reikSmiy O, 1, ..., a; nepriklausomai nuo kity rodikliy, tai skaiCius n turi lygiai
(a; + D)(ay + 1) ...(ay + 1) teigiamy dalikliy. Pavyzdziui, skai¢ius 2-53-72 turi (1+1)(3+1)(2+ 1) =24
teigiamus daliklius (ir atitinkamai dar 24 neigiamus).

9 pavyzdys. Tarkime, kad natiiraliojo n SPD yra 31990 . »3 (&ia skai¢ius p # 3 pirminis). Jrodykime, kad yra be
galo daug p reikSmiy, kurioms n visy teigiamy dalikliy suma dalijasi i§ 13, ir nustatykime 7-3ja maziausig tokia
reik§me. SkaiCiaus n teigiami dalikliai yra skai¢iai 3* - p¥, kur x =0, 1, 2, ..., 1000 iry =0, 1, 2, 3. Kai y = 0,

gauname daliklius, kuriy suma sq yra 1 + 3 + 32 + -+ + 31000 J3 galima apskaiciuoti pagal geometrinés progresijos
31001 _4

sumos formule arba pastebéjus, kad 3sy = sy — 1 + 31°°% ir todél s, = . Sudéje visus daliklius, kuriems

y=1, gauname s; =p+3-p+3%-p+--+31000.95 =g, -p. Analogiskai gauname likusiy dalikliy sumas
S, = Sg - p? ir s3 = sy - p bei visy teigiamy dalikliy suma

31001_1
S=Sg+s;+S,+s3=5-(1+p+p?+p3) =

2

“(1+p+p*+p°).

31001_4

Jei s dalijasi i§ pirminio skai¢iaus 13, tai bent vienas i§ dauginamyjy 1 +p + p? + p3 ir sy = 5 dalijasi i§ 13
(Euklido lema). Jei skaiCius s, dalijasi i§ 13 (tokiu atveju s dalumas i§ 13 nuo p nepriklausyty), tai ir jo kartotinis
250 = 31001 — 1 dalijasi i§ 13, t. y. 31991 dalijasi i§ 13 su liekana 1. Tikrindami reik§mes 3, 32, 33, ..., pastebime,
kad 33 dalijasi i§ 13 su liekana 1. Todél 31001 = (33)333 . 32 dalijasi i§ 13 su liekana 9 (kaip skaiGius 32). Vadinasi,
i§ 13 biitinai turi dalytis 1 + p + p? + p3. Pazymékime p = 13k + r, kur r — atitinkamos dalybos i§ 13 lickana. Sig

p iSraiska jrase reiskinyje 1 + p + p? + p? ir jj atskliaute, gauname 13 - ...+ 1 + 7 + 2 + 73, kur vietoj daugtaskio



yra sveikasis skai¢ius (priklausantis nuo k ir ). Taigi i§ 13 turi dalytis 1 + 7 + 72 + r3. Patikrine visas galimas
liekanos reikSmes r = 0, 1, ..., 12, gauname: tinka visi pirminiai p # 3, kurie dalijasi i§ 13 su lickana 5, 8 arba 12.
Tinkamy p reikSmiy yra be galo daug, nes aritmetinése progresijose 5, 18, 31, ...; 8, 21, 34, ...; 12, 25, 38, ... yra
po be galo daug pirminiy skaiciy (Dirichlé teorema). Tai ir reikéjo jrodyti. RaSydami didéjimo tvarka trijy progresijy
narius (prie 5, 8, 12 vis pridedame po 13) ir pabraukdami tik tuos, kurie yra pirminiai, nustatome 7-3jj tinkama p:
5,8,12,18, 21, 25, 31, 34, 38, 44, 47, 51, 57, 60, 64, 70,73, 77, 83, 86, 90, 96, 99, 103, 109, ....

Atsakymas. p = 109.

Pastaba. Pavyzdyje gavome, kad p? teigiamy dalikliy suma yra skaigiaus 31900 tokiy dalikliy sumos s ir
skaiGiaus p? tokiy dalikliy sumos 1 + p + p? + p® sandaugai. Sj désninguma galima apibendrinti: jei natiraliojo
n > 1 SPD yra pflpgz pzk, tai uzrase¢ kiekvieno laipsnio piai teigiamy dalikliy suma 1 + p; + p? + -+ + piai, Sias

31000 ,

sumas sudauging ir sandaugg pilnai atskliaute, gausime sandaugy pf ! pg Z. p,lz k _ skai¢iaus n visy teigiamy dalikliy —
suma. Pavyzdziui, skai¢iui n=12375=32-53.11 sandauga (1+3+9)(1+5+25+125)(1+11) =
= 1315612 = 24 336 yra skaiCiaus n teigiamy dalikliy suma, nes trijy sumy sandaugoje visais jmanomais biidais
imant po vieng skaiciy i§ pirmosios, antrosios ir treciosios sumos, trijy skaiciy sandaugos yra visi jmanomi teigiami n
dalikliai: 1-1-1,3-53-1,3%2-5% .11 irt. t. Jdomu, kad panagiai galima mastyti ir apie kai kurias begalines sumas
bei sandaugas. Pavyzdziui, skaiCiy %, karn=1,2,3,..,sumaS =1+ % + é + % + -+ gaunama, sudauginant visas

jmanomas (geometriniy progresijy) sumas 1 + z% + # + z% + -+, kur skaiCius p pirminis. Taigi Siy sumy, kuriy

s 1 2 : . 22 33 55 77 1111 . . .
reik§més yra — = P_— PP__ begaliné sandauga — - —-—.—-——"_ ... lygi begalinei sumai S. Savo
1-— p*-1  (p-1(p+1) 13 24 46 68 1012
p

2
ruoztu yra jrodyta, kad S = %, kur m = 3,14... yra garsioji geometrin¢ konstanta!

ANTROJI UZDUOTIS
1. Patikrinkite, kad intervale (2015; 2035) trys skai¢iai yra pirminiai, o like 16 sveikyjy skai¢iy jame yra sudétiniai.

2. Duota, kad kazkurie du i§ skai¢iy a; = 21199 —1, q, = 211213 — 1 q, =211213 1 @, = 4211213 _ 1,
as = 2162 + 2111210 g =216 4+ 1 a, = 28 + 1 yra pirminiai. Likusiems penkiems skai¢iams nustatykite
po tikrinj daliklj ir taip jrodykite, kad jie sudétiniai (dviejy pirminiy skaiciy nenagrinékite).

3. Skai¢iams a; = 2373913 — 10817, q, = 233913 + 1078, a3 = 81815 + 25-108%'* nustatykite po tikrinj
daliklj ir taip jrodykite, kad jie sudétiniai. Uzuomina. Vienam i$ skaiCiy pritaikykite 4 pavyzdzio id¢jas.

4. Nustatykite visas galimas pirmines |f(n)| reiksmes, kai skaiGius n sveikasis ir f(n) =n3—n? —7n+ 3.
UzZuomina. Atspékite daugianario f(n) sveikaja Saknj.

5. Skai¢ius n sveikasis. Nustatykite visas galimas pirmines |f(n)| reikSmes ir visas atitinkamas n reikSmes, kai
a) f(n) = 100...0729, &ia tarp 1 ir 7 yra 6n — 3 nuliy, n = 1; b) f(n) = n* + n3 — 6.

6. Raskite nattiraliuosius k ir [, mazesnius uz 929, kuriems 350k dalijasi i$ (pirminio) skai¢iaus 929 su liekana 1,
0 350! — su lickana 79.

7. Nagrin¢kime aritmeting progresija 1, 7, 13, ....
a) Jrodykite, kad joje yra be galo daug nariy, turin¢iy daugiau nei 6 teigiamus daliklius.
b) Nustatykite, kiek daugiausiai $ioje progresijoje yra i§ eilés einan¢iy nariy, kurie yra pirminiai skaiciai.

8. Nesinaudodami Dirichlé teorema apie aritmetines progresijas, jrodykite: aritmetin¢je progresijoje 5, 11, 17, ...
yra be galo daug pirminiy skaiciy.

9. Natiraliojo skai¢iaus n SPD yra 5% - p? (&ia skaiGius p # 5 pirminis). Jrodykite, kad yra be galo daug p
reik§miy, kurioms skaiCiaus n visy teigiamy dalikliy suma dalijasi i§ 7, ir raskite 9-3ja maziausig tokig reikSme.

10. Natdralusis skai¢ius m vadinamas tobulu, jei jo visy teigiamy dalikliy, i§skyrus patji m, suma s(m) lygi m.
Pavyzdziui, skai¢ius m = 28 =1+ 2 + 4 4+ 7 + 14 yra tobulas. Nagrinékime skai¢ius n = 2% - p, kur skaiCius
a natiiralusis, o skaiCius p > 2 pirminis. Nustatykite ketvirtajj maziausig tokj skai¢iy n, kuris yra tobulas.
UzZuomina. UzraSykite n = 2% - p teigiamy dalikliy sumos s(n) + n formulg. Pritaikykite jg atveju, kai n tobulas.



I1. LYGTYS IR NELYGYBES SU PARAMETRAIS

Teorine medZiaga parengé ir treciaja uzZduotj sudaré doc. dr. Antanas Apynis

Jei sumastytume, pavyzdziui, istirti, kaip iSsidésto plokStumoje paraboliy
y=)c2 +2x+¢q, qe(—0;+m®),
ir tiesés y = kx, k>0, susikirtimo taSkai (x; y), aiSku, pirmiausia turétume iSspresti kvadratine lygt;

X2 +2x+ q=kx (1)
su nezinomuoju x ir dviem parametrais ¢ ir k. Ir visai suprantama, kad tie parametrai yra tiesiog
kintamieji dydziai, kuriy reikSmés yra realieji skaiciai. Bet ieSkant (1) lygties sprendiniy svarbu
neuzmirsti, kad g gali jgyti bet kurig realigja reikme, o & — tik teigiama.

Na, o (1) lygti visai nesunku iSspresti, nes ji ekvivalenti lygciai
x° +(2-k)x+q=0.

x_k—2¢«/(k—2)2—4q
- 2

Stai Gia ir turéty prasidéti tikrasis tyréjo darbas.
Drauge apsvarstykime tik vieng atveji. Pasirinke & =2, gautume, kad

Gautume, kad

, g e(—oo;+m), k>0.

x==x,/—¢,

ir tai reikSty, jog esant ¢ > 0 parabolé¢ y = x* +2x+¢g nesusikerta su tiese y=2x. Jei ¢ =0, tai
gautume vieng bendra (parabolés ir tiesés) taska (0; 0). O esant salygai ¢ <0 gautume du parabolés

ir tiesés y = 2x susikirtimo taskus: (—/—¢q;—2+—q) ir (\/—¢;2+—9).

Kad pasidaryty dar suprantamiau, galétume toje pacioje koordinaciy sistemoje nubrézti ties¢
y =2x bei kelias paraboles y = X%+ 2x+ g 1ir atidziai jsizitréti  gautg vaizda.

Kiti pavyzdziai

1 pavyzdys. Raskime visas parametro a, a > 0, reikSmes, kurioms esant parabolés y = (X—2)2

ir y= ax? susikerta dviejuose taskuose.

Sprendimas. Aisku, kad susikirtimo taskuose (x; y) turi galioti lygybé

(x=2)%=ax?, a>0.

Ja nagrinékime taip:
(x—2)2 =ax’ = (x—2)2 —ax?=0=> (x—2)2 —(\/; 'x)z =O:>(x—2—\/;~x)(x—2+\/; x)=0=>
= (1-va)x=2)(1+~+a)x—=2)=0= (1-a)x=2 arba (1+a)x=2.

Lygtis (1- Ja )x =2 neturi sprendiniy, jei a =1, o esant saglygai a € (0;1) U (1; +0) ji turi vieng

2 2(++a) . . . 2
= . Lygtis (1++/a)x =2 turi vieng sprendinj x = .

Va1 e 1+va
Taigi abi parabolés susikerta viename taske, jei a =1; Sio tasko koordinates (1; 1).
Jei a € (0;1) U (1; + ), abi parabolés susikerta dviejuose taSkuose; jy abscisés yra atitinkamai

sprendinj x =

Ats.: a € (0;1) U (1; + ).

2 pavyzdys. Raskime nelygybés
X +2(a+1)x* +(a* —4)x+2<0 (2)

sprendiniy aibe, jei x =—a yra lygties X+ 2(a+ 1)x2 + (az2 —4)x+2 =0 sprendinys.



Sprendimas. raSykime x =-—a | lygtj ir raskime parametro a reikSmes, kurioms esant x =—a
yra lygties sprendinys:

(—a)’ +2(a+1)(~a)* +(a* —=4)(—a)+2=0= —a’ + 24> +24* —a’ +4a+2=0=
—=2a’+4a+2=0=2(a+1)*=0=a=—1.
Vadinasi, x =1 yra lygties X =3x+2=0 sprendinys, o sprendziama nelygybé yra
x> =3x+2<0. (3)
Ieskodami Sios nelygybés sprendiniy aibés, pabandykime daugianarj x> =3x+2 1Sskaidyti
dvinariy sandauga:
X =3x+2=(x—x)-(2x=2)=x(x =)= 2(x-1) = (x = )(x(x+1)=2) =
=(x-D(x*+x-2)=(x=D)((Z =D+ (x=1))=(x=D*(x+1+1) = (x = 1)*(x +2).
Vadinasi, (3) nelygyb¢ yra ekvivalenti nelygybei
(x=1)*(x+2)<0.
O ji galioja tik kai x+2 <0, taigi tik kai x <—=2.
Belieka padaryti iSvada, kad (2) nelygybés sprendiniy aibé yra intervalas (—oo; —2).
Ats.: (—o0; —2).

3 pavyzdys. Raskime visas realiyjy skaiciy p ir g poras (p; ¢), kurioms esant kvadratinés lygties
x>+ px+qg=0 sprendiniai yrapirgq; p #q.

Sprendimas. Pagal Vijeto teoremg p+q=—p ir p-q =q. I8 ¢ia gauname:

q(p-D=0  [2p(p-1)=0
Kadangi (pagal salyga) p#gq, tai p=1, g =-2.
Gauname tik vieng parametry p ir g pora (1; —2), kuri tenkina uzdavinio salyga.
Ats.: (1;-2).

=-2 9 =-2 s . .
{q P :{q P = p=0irg=0 arba p=1ir g =-2.

4 pavyzdys. Raskime parametro p reikSmes, kurioms esant kvadratinés lygties
x° +(2p—l)x+p2 =0
abu sprendiniai yra didesni uz 1.

Sprendimas. Kad lygtis turéty du sprendinius, jos diskriminantas D =(2p— 1)2 -4 p2 =1-4p
turi biti teigiamas skaiCius. Todél p < %

Tegu x; ir x, yra lygties sprendiniai. Pagal Vijeto teorema, x; +x, =1-2p ir x;-x, = pz.
Pagal salyga, x; >1 ir x, >1. Todél

X +Xy,>21r X%, >1 = 1-2p>2 ir p2>l = p<—% ir|ppl= p<-1.

Pagal atlikta analiz¢ galima padaryti (bent jau tarping!) iSvada, kad turi buti p <—1.
Vis dé¢lto neskubékime su galutine iS§vada, nes i§ nelygybiy y
Xy +x, >2 1ir x;-x, >1 nebutinai iSplaukia, kad x; >1 ir x, > 1.
Atkreipkime démesj | tai, kad parabolés P
y=x2+(2p—1)x+p2
Sakos kyla i virSy (Zr.1 pav.). Todél (esant salygai x; >1 irx, >1) Y- |
turi buti y(1)>0; ¢ia y(l) yra kvadratinio trinario reikSme, kai 0 1 x\ /xz X
x=1.

1 pav.



10.

IS nelygybés y(1) > 0 gauname:

1+Q2p-1D)-14p*>0=2p+p> >0= p(2+ p)>0= p<-2 arba p>0.
Sugretine su nelygybe p < -1, gauname galutinj atsakyma: p <-2.
Ats.: p<-2.

TRECIOJI UZDUOTIS

Raskite visas parametro a reikSmes, kurioms esant vienas kvadratinés lygties
(a—Dx* —4ax+4(a+1)=0, a =1,
sprendinys yra neigiamas, o kitas — didesnis uz 1.

Raskite maziausig kvadratinio trinario P(x)=x2+bx+c reikSme, jei kvadratinés lygties

x> +bx+c=0 sprendiniy skirtumas lygus 7.

Nustatykite, kuriai parametro a reikSmei esant kvadratinio trinario x> t+ax—1-a Sakny

(kvadratingés lygties x> +ax—1-a=0 sprendiniy) kvadraty suma yra pati maziausia.
Pastaba. Kai diskriminantas lygus nuliui, kvadratinis trinaris turi dvi lygias Saknis,
o kvadratine lygtis — vieng sprendinj.

Raskite visas sveikasias parametro m reikSmes, kurioms esant abu kvadratinés lygties
x> +5mx+84=0
sprendiniai yra sveikieji skaiciai.

Raskite parametry p ir g reikSmiy poras (p; g), p+q =16, kurioms esant abu kvadratinés lygties
X2+ px+g=0

sprendiniai yra sveikieji skaiciai.

Raskite visas parametro a reikSmes, kurioms esant lygtys
x2+y2:a Ir x—y=a
turi tik vieng bendra sprendinj (realiyjy skaiciy pora (x; y), kuri tenkina ir pirma, ir antrg lygtj).

Nustatykite, kokioms parametro a reikSméms esant nelygybés
(a—xz)(a+x—2) <0

sprendiniy néra nei intervale (—oo; —1), nei intervale (1; + o).

Nustatykite, kokioms parametro a reikSméms esant nelygybés
ax* +(a-Dx+a—-1<0, a#0,

sprendiniy aib¢ yra intervalas (—oo; + o).

Nustatykite, kokioms parametro a reikSméms esant nelygybé y > x* +a turi vienintelj sprendinj

(x; ), jei ny2 +a.

Raskite parametry m ir n reikSmes, kurioms esant x=2 ir x=3 yra lygties

233 +mx? =13x+n=0 sprendiniai. Taip pat raskite trecig Sios lygties sprendinj.



IV. DAR KARTA APIE TRIKAMPI

Teorine medzZiaga parengé ir ketvirtaja uZduotj sudaré Vilniaus universiteto docentas Edmundas Mazétis

Trikampis — pati paprasCiausia plokStumos geometrin¢ figlira, apie trikampius mokytis
pradedame nuo pirmyjy geometrijos pamoky ir jy savybes nagrin¢jame kiekvienoje klaséje. Atrodo,
kad apie trikampius zinome labai daug, bet Si uzduotis supazindins Jus su dar nezinomais trikampio
geometrijos faktais.

Primename keletg trikampio ir jo elementy savybiy, kurias suzinojote matematikos pamokose.

1) Trikampio kampy suma lygi 180°; trikampio prickampis lygus jam negretutiniy trikampio
kampy sumai.

2) LygiaSonio trikampio kampai prie pagrindo yra lygts, aukstiné nubrézta j jo pagrindg yra ir
trikampio pusiaukampiné, ir trikampio pusiaukrasting.

3) Stac¢iojo trikampio smailiyjy kampy suma lygi 90°; jzambinés kvadratas lygus statiniy
kvadraty sumai.

4) Trikampio pusiaukampinés susikerta viename taske, kuris yra jbrézto j trikampj apskritimo
centras. Trikampio pusiaukampiné dalija krasting j dalis, proporcingas prie jy esancioms trikampio
krastinéms: jei atkarpa AD yra trikampio ABC pusiaukamping, tai BD : DC = AB : AC (1 pav.).

A A

D
1 pav.

5) Trikampio pusiaukrastinés AA;, BB; ir CC; susikerta viename taSke M ir AM : MA; = BM :
MB; =CM : MC; = 2 : 1(2 pav.).

6) Trikampio aukstinés susikerta viename taske, kuris vadinamas trikampio ortocentru.

7) Apie trikampj apibréziamas apskritimas, kurio centras yra trikampio kraStiniy vidurio
statmeny sankirtos taskas; apie statyjj trikampj apibrézto apskritimo centras yra jzambinés vidurio
taskas.

8) Trikampio ABC krastiniy AB ir AC vidurio taskus M ir N jungianti atkarpa vadinama
trikampio vidurine linija, ji yra lygiagreti atkarpai BC ir lygi jos pusei.

9) Trikampiy lygumo pozZymiai:

9a) trikampiai ABC ir A'B'C’ yra lygis, jei lygios jy atitinkamos krastinés AB = A'B’ , AC =
A'C’" ir jy sudaromi kampai £BAC = £B'A'C’;

9b) trikampiai ABC ir A'B'C’ yra lygis, jei lygios jy atitinkamos krastinés AB = A’'B’ ir prie jy
esantys kampai £CAB = £C'A'B’, 2.CBA = «C'B'A’;

9¢) trikampiai ABC ir A'B'C’ yra lygis, jei lygios jy atitinkamos krastinés AB = A'B" , AC =
A'C'ir BC = B'C’,

Trikampiai ABC ir A'B’'C’ yra panasieji, jei jy atitinkami kampai lygis, o prie§ juos esan¢ios

AB _ AC

e : BC .. : .
krastinés proporcingos: £A = £A', £B = «B’, £C = +C', — = = —. Trikampiy panasumo
AIBr — AIC1 ~ BIC

pozymiai yra Sie:



10a) trikampiai panasieji, jei vieno jy du kampai lygiis atitinkamiems kito trikampio dviem
kampams: AABC~AA'B'C' , jei £A = £A', «B = ¢£B'".
10b) trikampiai panaSieji, jei vieno jy kampas lygus atitinkamam kito trikampio kampui, o
AB __ AC

krastinés, sudarancios tuos kampus, yra proporcingos: AABC~AA'B'C’ , jei £A = £A', TR

10c) trikampiai panasieji, jei jy atitinkamos krastinés proporcingos: AABC~AA'B'C’ , jei % =
AC _ BC

Arcr . BiCr
Priminsime svarbiausias trikampio metrines priklausomybes.

11) Trikampiui A4BC teisinga lygybé AB? = AC? + BC? — 2AC - BC cos 2C (kosinusy
teorema).

. oy D . .. . . BC _ AC _ AB _
12) Jei R — apibrézto apie trikampj ABC apskritimo spindulys, tai AT S s 2R
(sinusy teorema).

13) Trikampio ABC plotas lygus krastinés ir j jg nubréztos aukstinés sandaugos pusei: S = %a .

h, = %b “hy = %c - h.. Be to, skaiCiuojant trikampio plotg daznai taikomos lygybés § = %AB -AC -

sinzA = %AB *BC -sin«B = %AC BC-sinzC, S=\p(p—a)(p—b)(p—c), Gap= %(a +
b + c¢) — trikampio pusperimetris.

1 pavyzdys. Lygiasonio trikampio Soninés krastinés ilgis lygus b. Nubréztos trikampio kampy
prie pagrindo pusiaukampinés, o atkarpa tarp pusiaukampiniy ir Soniniy kraStiniy sankirtos tasky lygi
m. Rasime trikampio pagrindo ilgj.

Sprendimas. Sakykime, kad lygiaSonio trikampio ABC Soninés krsastines AB = AC =
b, atkarpos BD ir CE yra kampy prie pagrindo pusiaukampinés, o DE = m A
(3 pav.). I8 trikampiy BEC ir CDB lygumo iSplaukia, kad BE = CD, taigi
ir AE = AD, tod¢l trikampis ADE yra lygiaSonis ir panaSus ] duotaj]

B-ED E

. o y AE _ED . . A .
trikampj. IS panaSumo gauname, kad — = —, taigi BC = ——. Kita
AB ~ BC AE

vertus 1§ trikampio pusiaukampiniy savybes (4 teiginys) iSplaukia lygybé

AE _ AC . __ EBAC _ (AB-AE)AC . . o eer
5 = e todél BC = T TR Sulyging gautasias BC iSraiSkasir B 3 pay.
jrase saglygoje duotus atkarpy ilgius, gauname lygybe bm = (b — AE)b, i8

kurios randame, kad AE = b — m. Taigi BC = lf_—mm.

Sakykime, kad trikampio ABC krastiniy  ilgiai AB =c¢, AC =b, BC =q,
o krastin¢je BC yra taskas D, kuris dalija $ig krastine j atkarpas BD = m, DC = n Rasime atkarpos
AD ilgj d (4 pav.).

Nubrézkime trikampio ABC aukSting AH = h. Taikydami trikampiams ABH, ADH ir ACH
Pitagoro teoremg, gauname, kad AB? = AH? + HB?, AD? = 4
DH? + HA?, AC? = CH? + AH?. Pazymékime HD = p, tuomet
c? =h%+ (m+p)? ir h? = d? — p?. I ¢&ia seka, kad

c2=d?>—p*+ (m+p)? =d?*+m?+2pm.

Kadangi CH = n — p, tai i8 lygybés AC2 = AH? + CH? seka, kad B D H C
b2=d?—-p*+ (n—p)>=d?+n?—2np. I§ gautyjy lygybiy 4 pav.
iSplaukia, kad c?n = d?n + nm? + 2pmnirb*>m = d*m + n*m —




2mnp. Sudéje $ias lygybes, gauname, kad c?n + b?m = d?(m + n) + mn(m + n). Kadangi m +

2 200
n = a, taii§ ¢ia iSplaukia, kad d? = M . Taigi gavome atkarpos AD ilgio formule

d= ’czn+b2;n—amn (1)

Gautoji formulé¢ yra vadinama Stiuvarto formule (Mathew Stewart (1717 —1785) — Skoty
matematikas)

Atskiri Sios formulés atvejai yra trikampio pusiaukrastiniy ir pusiaukampiniy ilgio formulés. Jei
atkarpa AD yra trikampio ABC pusiaukrasting, tai BD = DC = g, taigi gauname tokig

pusiaukrastinés ilgio formule

AD =227 + 2cZ — aZ. )
Pagal trikampio pusiaukampings savybe, pusiaukampiné AD dalija trikampio krasting BC | dalis,
. . BD AB v ..om _c _ _ ac _ ﬂ
kuriy santykis lygus = a0 I8 lygybiy —=,, min=a randame, kad m = b M=
[raSe Sias reikSmes j (1) lygybe ir atlike veiksmus gauname, kad

AD — c?ab® + c3ab + b3ac + b?ac? —a’bc _ |abc(b? + c? + 2bc — a?)
B a(b + c)? B a(b + c)?

_be((b+0)2—a?) Jbc(b+c—a)(b+c+a)

b+c b+c
Taigi trikampio pusiaukampinés ilgis skai¢iuojamas pagal formule A
AD = \/bc(b+c—a)(b+c+a). £
b+c D
Sakykime, kad j trikampj ABC jbréztas apskritimas trikampio kraStines
AB,AC,BC liecia atitinkamai taskuose D, E,F (5 pav.). Pagal apskritimy B I C

liestiniy i§ vieno taSko savybes gauname, kad AD = AE, BD = BF, CE = 5 pav.
CF. Jei p yra trikampio ABC pusperimetris, tai i§ lygybés AB + AC + BC =
2p iSplaukia lygybé 2AD + 2BF + 2CE = 2p, taigi AD + BF + CE = p. Kadangi BF + CE =
BF + FC = BC, tai AD = AE = p — BC = p — a. Analogi$kai gaunamos ir lygybés BD = BF =
p—b, CE=CF=p-—c.

2 pavyzdys. Jbréztas ] statyjj trikampj apskritimas lieCia jZambing taSke, kuris dalija jzambing
santykiu 2 : 3, trikampio perimetras lygus 36. Rasime trikampio krastiniy ilgius.

Sprendimas. Sakykime, kad j statyjj trikampj ABC jbréztas apskritimas jzambing AB liecia taske
D, o statinius AC ir BC — taskuose E ir F (6 pav.). Zymékime AD = AE = 2x, BD = BF = 3x,
tuomet AB =5x, CE=CF =p—AB =18 —-5x, AC = AE + CE =18 —-3x, BC = BF +
FC = 18 — 2x. I§ Pitagoro teoremos iSplaukia lygybé (18 — 3x)? + (18 — 2x)? = (5x)2. Pertvarke
gauname lygtj x? + 15x — 54 = 0, kurios teigiamoji Saknis yra x = 3.Taigi AB = 15, AC =
9, BC =12.

A
AN 2x
2x D
3x B ¢
E{ O F
E 0
¢ F 3x B



Apskritimas, kuris lie€ia vieng trikampio krasting ir kity dviejy krastiniy tesinius, yra vadinamas
trikampio pribréztiniu apskritimu. Sio apskritimo centras yra vieno trikampio kampo pusiaukampinés
ir kampy, gretutiniy kitiems trikampio kampams pusiaukampiniy sankirtos taskas. 7 pav. nubrézto
apskritimo, kuris liecia krasting BC taSke D, krastinés AB tesinj — taSke E, o krastinés AC tgsinj —
taske F, centras O yra trikampio kampo A pusiaukampinés ir kampy CBE bei BCF pusiaukampiniy
sankirtos taskas. Pagal i§ vieno tasko nubrézty apskritimo liestiniy savybes BD = BE, CD = CF,
AE = AF. Akivaizdu, kad AE = AB + BE, AF = AC + CF, tod¢l AE + AF = 2AE = AB + AC +
(BD + CD) = AB + AC + BC = 2p. I8 cia iSplaukia, kad atkarpy AE ir AF ilgiai lygis trikampio
ABC pusperimetriui.

3 pavyzdys. | trikampj ABC jbréztas apskritimas kraSting BC lieCia taske D, Sio apskritimo
spindulys lygus 3. Apskritimas, kurio spindulys lygus 4, taske E liecia krasting BC ir krastiniy AB
bei AC tesinius. Rasime atstumg DE, jei trikampio ABC kampas C lygus 120°.

Sprendimas. Sakykime, kad taskas O yra ] trikampj ABC jbrézto apskritimo centras, o taskas Q
yra pribréztinio apskritimo, lie¢ianc¢io krasting BC ir kity trikampio kraStiniy tgsinius, centras (8 pav.).
Kadangi OC yra kampo ACB pusiaukampiné, tai ZOCB = 60°. I§ staciojo trikampio OCD randame,

0D _ _ . __oc _ 3 _ ) _1 0

kad oD tg £0CD =tg+£0CD,tod¢l CD = 9600 V3 \/§ Kadangi 4QCB = > (180
£ACB) = 30°, tai i$ sta¢iojo trikampio QCE iSplaukia, kad % = tg £QCB, todél CE = thfoo _
% = 7 = 4V3. Taigi DE = CE — CD = 4V3 - V3 =3V3.
3

A

HEDF ¢

8 pav. 9 pav.

Sakykime, kad atkarpa AD yra trikampio ABC pusiaukamping, o krastinéje BC yra taSkai E ir F,
be to, tieséje AD yra kampo EAF pusiaukampiné (9 pav.), tai atkarpos AE ir AF vadinamos
jungtinémis. AiSku, kad jungtinés atkarpos sudaro vienodus kampus su trikampio pusiaukampine

£EAD = £FAD, o taip pat ir su trikampio krastinémis ZBAE = £CAF. Jei atkarpos AE ir AF yra

2
jungtings, tai g : % = %. Irodysime $ig lygybe. Jei trikampio ABC aukstine AH = h, tai dviem

biidais skai¢iuodami trikampio BAE plota, turime lygybe BE - h = AB + AE - sin £BAE. AnalogiSkai

dviem biidais skai¢iuodami trikampio CAF plota, gauname, kad CF -h = AC - AF - sin £CAF.

Kadangi £BAE = £CAF, tai i§ gautyjy lygybiy seka, kad % = % : %. Analogiskai skai¢iuodami



trikampiy ABF ir ACE plotus, gauname lygybes BF - h = AB - AF - sin £BAF ir CE - h = AC - AE -
sin £CAE. Kadangi £BAF = £CAE, tai i$ Cia turime lygybe % = % : %. Taigi

BE BF BE BF AB AE AB AF AB?* (*

CF EC EC FC AC AF AC AE ACZ b%
Atkarpa, kuri yra jungtiné su trikampio pusiaukrastine, vadinama trikampio simediana. Jei
atkarpa AE yra trikampio ABC pusiaukrastiné, o atkarpa AF — jo simediana (10 pav.), tai BE = EC,

2
taigi 18 ka tik jrodytos lygybés seka, kad % = %.
A
FDE ¢
10 pav.

4 pavyzdys. Sakykime, kad taske X susikerta apibrézto apie trikampj ABC apskritimo liestinés,
nubréztos taskuose B ir C (11 pav.), ties¢ AX kerta trikampio krasting BC taske D. Irodysime, kad
atkarpa AD yra trikampio simediana.

Sprendimas. Sakykime, kad apibrézto apie trikamp] ABC apskritimo liestinés, nubréztos
taskuose B ir C, susikerta taske X, ties¢ AX kerta trikampio krasting BC taske D,
o apskritimg — taske S. Sakykime, kad krastinés BC taskas M yra toks, kad
atkarpos AD ir AM yra jungtings, t. y. ZBAD = £CAM, o 2BAM = £CAD.

Taikydami sinusy teoremg trikampiams BAM ir CAM gauname, kad SiniZAM =
: AB L CM =_ AC 1 y. BM = csiln LBAM' _ bslln LBAM' Kadangi

sinZAMB "~ sin £ZCAM sinzZAMC sin2ZAMB sinzZAMC

ZAMB + ZAMC =180° , tai sin ZAMB = sin ZAMC, todeél

BM  csin/ZBAM  csin ZCAX

CM  bsin ZCAM ~ bsin ZBAX
sinusy teoremg sin ZCAX = sin £CAS = %, sinZBAX = sinZBAS = g, taigi % = ;:—Z‘;. Pagal
kampo tarp liestinés ir stygos savybe £XBS = £ABS, todél trikampiai ABX ir BSX yra panasieji, t.

y 28— %. IS ¢ia gauname, kad BS = Aiﬁx. Analogiskai £SCX = £CBS, trikampiai CAX ir SCX

" BS

. Jei R - apibrézto apie trikampj ABC apskritimo spindulys, tai pagal

yra panasieji, todel % = % , taigi CS = %. Kadangi pagal apskritimo liestiniy, nubrézty i§ vieno
y . BM _ cCS _ cCA
tasko, savybes BX = CX, tai — = L
CM  bBS b<CB
vidurio taskas, taigi atkarpa AD yra jungtiné pusiaukrastinei AM, todél ji yra simediana.
Jei trikampio kampas A statusis, tai liestinés taskuose B ir C yra lygiagrecios, todé¢l taSas X

neegzistuoja. Tuomet simediana yra trikampio aukstinée AH, nes i§ trikampiy ABH ir CAH turime
BH _ AHctgsB _ ctgeB  AB?
CH =~ AHctgzC ~ ctgeC  AC?'

= 1. IS cia seka, kad taSkas M yra krastinés BC

5 pavyzdys. Trikampis ABC yra smailusis, taSkas X yra toks, kad ZABX = £CAX ir £LACX =
£BAX. Irodysime, kad tieséje AX yra trikampio simediana.

Sprendimas. Sakykime, kad taSkas X yra trikampio ABC viduje o ties¢ AX kerta trikampio
krasting BC taske D (12 pav.). I§ trikampio priekampio savybiy seka, kad ZBXD = 2CXD, t.y., tiesé



XD yra kampo BXC pusiaukampiné. I§ trikampio pusiaukampinés savybés gauname, kad B

pc  cx’
IS trikampiy ABX ir CAX panaSumo turime santykius BY A= ﬁ, 1§ kuriy gauname, kad BB =
AB~ AC  CA AB DC
BX _ AB? . L . ey s . . C
== acz LY atkarpa AD yra trikampio simediana. Analogiskai jrodome ir tuo atveju, kai taSkas X
yra trikampio iSoréje (13 pav.).
A

AN

B " C
BF—— C
X

12 pav. : 13 pav.

KETVIRTOJI UZDUOTIS

1. Lygiasonio trikampio ABC AB = AC = 18, BC = 12, atkarpos BD ir CE yra trikampio ABC
aukstines. Raskite atkarpos DE ilgj.

2. Trikampio kraStiniy ilgiai AB = 6, AC = 8, BC = 7, jo pusiaukampinés AD ir BE susikerta
taske M. Raskite atkarpy AM ir MD ilgius.

3. Trikampio ABC krastinés AB ilgis lygus 2, pusiaukrastinés BD ilgis lygus 1, kampo BDA
didumas lygus 30°. Raskite trikampio ABC plota.

4. [ statyj trikampj jbréztas apskritimas liecia vieng statinj taSke, kuris dalija tg statinj j atkarpas,
kuriy ilgiai lygiis 6 ir 10. Raskite trikampio ABC plota.

5. Staciojo trikampio statiniy ilgiai lygtis 5 ir 12. Raskite atstuma tarp i trikampj jbrézto ir apie
trikampj apibrézto apskritimy centry.

6. Trikampio ABC krastiniy ilgiai AB = 7,AC =9, BC = 12. Apskritimas lie¢ia trikampio
krasting BC taske D, krastinés AB tesinj — taSke E, o krastinés AC tegsinj — taske F. Raskite
atkarpy EF ir ED ilgius.

7. 1 trikampj ABC, kurio kraStiniy ilgiai AB = 10,AC = 12, BC = 6, jbréztas apskritimas. To
apskritimo liestin¢ kerta krasting AB taske K, o krasSting AC — taske L. Raskite trikampio AKL
perimetra.

8. Trikampis ABC lygiaSonis (AB = BC), atkarpos AA’ ir BB’ jo pusiaukampinés. Raskite
trikampio kampus, jei AB’ = BA'.

9. Apie trikampj ABC apibrézto apskritimo liestinés taSkuose B ir C susikerta taSke E, tiesés BC
ir AE kertasi taSke D. Raskite atkarpy BD ir CD ilgius, jei AB = 16, AC = 12, BC = 15.

10.  Trikampio ABC krastiniy ilgiai AB = 6, AC = 8, BC = 7. Vienas apskritimas eina per taskus
A ir B ir taske A lie¢ia ties¢ AC, kitas apskritimas eina per taskus A ir C ir taske A lieCia tiese
AB. Ty apskritimy bendra styga kerta krasting BC tasSke D. Raskite santykj BD : DC.



V. SKAICIAUS MODULIS

Teorine medZiaga parengé ir penktaja uZduotj sudaré doc. dr. Antanas Apynis

Realiojo skaiciaus, sakykim, a modulis (Zym. | a |) nusakomas formule
a,jeia=>0;
lal= . (1)
—a, jeia<0.

Paprasciausia Sios sgvokos interpretacija yra skai¢iy tiesés tasko a atstumas nuo pradzios tasko O
(Zr. 1 pav.).

-a= =0 =a > X
a=0 A
la| la|
2)a<0 6=Z =O _-Cl > X
NN
|al |al
1 pav.

Bet kurio reiskinio f(x), x € R, modulis | f(x)| apibréziamas analogiskai:
J(x), jei f(x)20;
| f(x) I={ . (2)
—f (%), jei f(x) <0.
Tikeétina, kad funkcijos y =| x|, x € R, grafikas (Zr. 2 pav.) yra jau gerai pazjstamas, todél i$ karto
pereikime prie kitokiy pavyzdziy.
Y

0|
2 pav.

1 pavyzdys. Nubrézkime funkcijos y =|2—-x|, x e R, grafika.

Sprendimas. Pagal reiskinio modulio apibrézimg (zr. (2)),
2-xk {2—x, jeiZ—xZO;:{Z—x,jeixSZ;
x—=2,jei2—-x<0 x—2,jeix>2.

Vadinasi, funkcijos y =|2—x|, x e R, grafikas yra lauzté (zr. 3 pav.), sudaryta i§ dviejy spinduliy

(pustiesiy): y=2—x, xe(—o0;2],ir y=x—-2, xe(2;+ o).

2 pavyzdys. Nubrézkime funkcijos y=|x|+|x—3|, x € R, grafika.



Sprendimas. Kadangi
x,jeix>0; . x—3,jei x> 3;
= ir |x-3=

|x -x,jeix <0 3—x,jeix<3,
tai
-x+3-x),jeix<0; 3-2x,jeix<0;
y=lx|+]x=-3F3 x+(B—x),jei0<x<3;=15 3,jei0<x<3;
x+(x-3),jeix=>3 2x—3, jei x > 3.

Vaizduodami $ig funkcijg grafiskai, gausime lauzte (zr. 4 pav.), kurig intervale (—oo; 0) sudaro
spindulys y=3-2x, intervale [0; 3] — tiesés y =3 atkarpa 4B, o intervale [3; +x) — spindu-
lys y =2x-3. TaSky 4 ir B koordinatés yra atitinkamai (0; 3) ir (3; 3).

A

N /

e I A
0] 3
4 pav.
3 pavyzdys. ISspreskime lygti
|x[+]x=3=a; 3)

Cia a yra realusis skaicius.
Sprendimas. Nagrinékime funkcijy, apibrézty lygtimis y =|x|+|x—3|, xeR, ir y=a, xeR,
sistema

y=[x[+]|x=3],
y=a;

Cia a yra (bet kuris) realusis skaicius.

Funkcijos y=|x|+|x—-3]|, x e R, grafikas pavaizduotas 4 paveiksle (zr. 2 pvz.), o funkcijos
y =a, x € R, grafikas yra ties¢, lygiagreti su koordinaciy sistemos aSimi Ox (a$j Oy ji kerta taSke
(0; a)).

Pavazduokime abi Sias funkcijas viename paveiksle i§skirdami tris atvejus: a <3, a=3 ir a >3
(Zr. 5 pav.).

A

\ / v=a a>3
M\ | N
1 =3
Al B y=a,a<3
10 — g —t— X
S pav.

Lengva suvokti, kad :
1) lygtis neturi sprendiniy, jei a <3
2) lygties | x|+ | x—3|=3 sprendiniy aibé yra intervalas [0; 3];
3) lygtis turi du sprendinius, jei a > 3. Sie sprendiniai yra tasky M ir N abscisés, kurios randamos
atitinkamai 18 lygciy
3-2x=a ir 2x-3=a.



ISsprende gauname x = %(3 —a) Ir x = %(3 +a).

Ats.: 1), jei a<3:2)[0; 3], jei a=3:3) %(3—a) ir %(3+a), jei a > 3.

4 pavyzdys. Raskime nelygybés
|x|+|x-3|<a, aeR, 4)

sprendiniy aibg.

Sprendimas. AtidZiai jsiziuréje 1 5 paveiksla ir lygties | x|+ |x—3|=a sprendimo atsakyma,

gausime, kad:

1) (4) nelygybé sprendiniy neturi, jei a <3;
2) (4) nelygybées sprendiniy aibe yra intervalas (%(3 —a); %(3 + a)j , jel a > 3.

Ats.: 1) 9, jel a € (—o; 3];; 2) (%(3—a);%(3+a)j, jet a > 3.

Cia pat atkreipkime démes;j ir j nelygybe | x| +|x—3>a, a € R. I3analizave (pagal 5 paveikslg)

gautume, kad jos sprendiniy aib¢ yra:

10.

1) intervalas (—oo; +0), jei a <3; 2) (—oo;%(3—a)ju( %(3+a);+ooj, jei a>3.

PENKTOJI UZDUOTIS

Nubreézkite funkcijos y=2|x+3|—|2-x]|, x € R, grafika.

ISspreskite lygti 2| x+3|—|2—x|=a; C¢ia a yra bet koks realusis skaicius.
Raskite nelygybés 2| x+3|—|2—x|>a, a € R, sprendiniy aibe.
Nubrézkite funkeijos y =[x —1|—|x—-2|+|x—-3|, x e R, grafika.

Raskite visas parametro a, a € R, reikSmes, kurioms esant lygtis
|x=1|=|x=2|+|x-3]=a
turi keturis sprendinius.

Raskite nelygybés |x—1|—|x—-2|+|x—-3|<a, a € R, sprendiniy aibg.

Raskite funkcijy y=a|x| ir y=x—2]| grafiky bendry tasky skai¢iaus priklausomybe nuo
parametro a, a € R, reikSmes.

Nustatykite, ar funkcija y=|x+10|+|x—10], x € R, yra lyginé.

ISspreskite lyg€iy sistema

|x=1|+|y=5[=1,
y=5+|x-1].

ISspreskite lygti

3Vx-3+|x-T7|=6.



VI. SVERIMALI IR PILSTYMAI

Teoring medZiaga parengé bei SeStaja uZduotj sudaré doc. Romualdas KaSuba

Svérimo ir pilstymo uzdaviniai visada arba dazniausiai patinka tiems, kurie turi nors kiek
daugiau laiko pagalvoti, arba kuriems tiesiog sekasi aiSkiau galvoti, arba kam staCiai patinka
spresti.

Tai loginiy uzdaviniy poriiSis su gana aiSkiai nusakytu tikslu ir paprastai gana aiSkiomis
priemonémis — indais arba svarstyklémis — tam tikslui pasiekti. Kaip ir kai kuriuose kituose
loginiuose uzdaviniuose, tikslas neretai pasiekiamas nelabai lengvai, bet paprastai suradus tinkama
sprendimg arba bent supratus tinkamg sprendimo biida, abejoniy, ar viskas Cia gerai, beveik
nebelieka.

Kaip nereti kiti loginiai uzdaviniai jie buvo ir yra labai paplit¢ ir yra zinomi kone nuo
neatmenamy laiky. Daug kam patinka dar ir tai, kad tokios riiSies uzdaviniams spresti nereikia
jokiy specialiy Ziniy ir neprireikia net kvadratinés lygties Sakny radimo formuliy, o gana vien tik
sugebéjimo nors kiek aiskiau ar logiskiau mastyti, o ta geb¢jima, panasiai kaip ir kitus siektinus
igiidzius, geriausiai vystyti kasdienémis nuolatinémis pastangomis.

Vienas paciy pirmyjy paprastuciy galvosenos, susijusios su svérimais, pavyzdziy galéty biiti
susigaudymas, kas darytina tokiu atveju.

1. Turime sugedusias svirtines svarstykles, didelj maisa cukraus ir 1 kilogramo svarelj. Kaip
mums elgtis, jeigu mes norime (tik tiek teturédami) at(si)sverti 1 kg cukraus?

Sprendimas. Turime ne labai daug ka ir kai mes mastome, kaip mes galétume pradéti, tai
beveik nieko geriau negalime sugalvoti, kaip tik kad ant vienos svarstykliy 1€kstutes ir déti tg 1 kg
svarelj, o ant kitos svarstykliy 1ekstutés déti kg begalétume? Ant tos kitos svarstykliy 1ekstutés
sunku biity sugalvoti kg nors geresnio kaip tik kad pilti tiek cukraus i$ to didelio maisSo, kad
svarstyklés biity pusiausvyroje. O ka daryti toliau? Toliau gali gana greit ateiti | galva, kad biity
galima nuimti tg 1 kg svarelj ir j jo vieta i$ to paties didelio maiSo pilti tiek cukraus, kad svarstyklés
vél bty pusiausvyroje. Taip mes ir atsisvertume (dviem veiksmais) ta norima 1 kg cukraus.

2. Maiselyje yra 9 kilogramai raziny. Kaip turédami svirtines svarstykles (su lekStutémis) ir
vieng 200 gramy masés svarelj mes galétume trimis svérimais atsisverti lygiai 2 kg raziny?

Sprendimas. Jeigu nebijotume arba galétume ilgai svérinéti, tai atsakymas galéty biiti toks:
atsverkime 10 karty po 200 gramy raziny ir taip darydami (pamazu) ir susirinksime tuos 2000
gramy — o tai ir yra tie trokStami 2 kilogramai. UZtekty 10 mazy ,,pasvérin¢jimy“. Kaip sakoma,
lasas po laSo ir akmenj prataso (arba du kilogramus raziny pasveria).
Taciau jeigu noré¢tume kiek greiciau, arba trimis svérimais, tai galétume elgtis taip: pirmu veiksmu
padedame kurioje nors pus¢je tg svarelj, o visas razinas iSpilstome per abi I¢kSteles taip, kad
svarstyklés biity ,,pusiausviros‘; tada vienoje puséje (ten kur svarelis) bus 4 kilogramai ir 400
gramy, o kitoje — 4 kilogramai 600 gramy raziny.



Nupilkime kur nors tuos 4 kilogramus su 400 gramy ir pasilikime tg puse su 4 kilogramais
600 gramy. Juos iSdalinkime (tai jau antrasis veiksmas), kad jie bty per abi lékStutes vél
pusiausvyroje kartu su 200 gramy svareliu vienoje kurioje nors pus¢je. Po antrojo veiksmo bus
atsverta vienoje vietoje 2 kilogramai 200 gramy, o kitoje — 2 kilogramai 400 gramy raziny.
Treciuoju veiksmu i§ tos kriivos, kurioje yra 2 kilogramai 200 gramy reikia paimti tiek raziny,
kurios atsverty kitoje svarstykliy puséje esantj vienisa 200 gramy svarelj. Tai padarius ten, kur ka
tik buvo 2 kilogramai 200 gramy raziny, jy ten bus like lygiai 2 kilogramai.

Tai ir yra tai, ko mums reikia.

Atsakymas. 2 kilogramus raziny tikrai galima atsverti trimis svérimais.

3. Jonas, Andrius ir Justinas nori trimis sunkvezimiais pervezti 7 pilnas statines, 7 statines
pripiltas iki pusés ir dar 7 tusCias statines, kad visuose sunkvezimiuose biity vienodos masés
krovinys. Pastebésime, kad visos tus¢ios statinés yra vienodos formos ir vienodos masés.

Sprendimas. Jonas ] savo sunkvezimj galéty krauti 3 pilnas statines, vieng pripiltg iki
pusés ir pridéti dar 3 visai tuScias statines, Andrius galéty atkartoti Jono veiksmus, tai yra, 1 savo
sunkvezimj krauti irgi 3 pilnas statines, ketvirta pusiau pilng ir dar pridéti 3 tuscias statines, na o
Justinas j savo sunkvezimj susikrauty tai, kas dar ten liko nesukrauta. O liko nesukrauta 1 pilna
statiné, 5 pripiltos iki pusés ir dar 1 tuscia statiné. Nesunku susekti, kad visuose sunkvezimiuose
esantis krovinys yra tikrai vienodos maseés.

4. Zuikis (Z) yra 3 kilogramais sunkesnis uz triusj (T). Kiek sveria vienas toks zuikis, jeigu
2 tokie patys zuikiai sveria tiek pat, kiek ir 5 tokie patys triusiai? Kiek sveria vienas toks triusis?

Sprendimas. Tai, kas pasakyta salygoje, galima uZraSyti taip:

Z=T+3 ir 27 =5T.

Tada 2 zuikiai sveria tiek pat kiek 2 triuSiai ir dar 6 kilogramai arba i8 kitos lygybés, tiek pat, kiek
ir 5 triusiai. Taigi 2 triusiai ir dar 6 kilogramai sveria tiek pat kiek 5 triusiai, todél 3 triu$iai sveria
6 kilogramus, arba tai yra tas pats, kad vienas triusis sveria 2 kg. Todél 1 zuikis sveria
2 + 3 =5 kilogramus.

Atsakymas. Vienas zuikis sveria 5 kg, o vienas triusis — 2 kg.

5. Desimties litry indas yra pilnas pripiltas vandens. Kaip 1§ jo turint 7 ir

3 litry (tuscius) indus atmatuoti 5 litrus vandens? 10 /010

Sprendimas. IS salygos zinome, kad deSimties litry indas yra pilnas, o 7 31710
ir 3 litry indai yra, kaip pasakyta, tusti. Tada prading ty indy buseng galime 3143
apibiidinti atitinkamai skaic¢iy (10, 0, 0) trejetu. Po to, pilstydami skystj i$ vienos 6 1 4]0
talpos ] kita gauname naujas biisenas ir jas taip pat uzraSome atitinkamais 6 | 1]3
skaigiy trejetais. Pilstymus tesime tol, kol gausime atsakyma tai yra tol, kol (kaip | 9 | 1 | 0
misy atveju) viename kuriame nors inde nepasirodys skaiCius 5. 910 |1

Atsakymas. Taigi mes matome, kad antrajame 7 litry talpos inde pasirodo | 2 | 7 | 1
esg jpilti 5 litrai skyscio. 2 15 |3




6. Devyniy (vienodos maseés) rutuliuky Rut mas¢ yra tokia pati kaip ir dviejy vienody kubeliy
Ku ir dviejy vienody rituliy Ri masé. Ritulys yra du kartus lengvesnis uz kubel;. Kiek rutuliuky
reikeéty paimti, kad jy masé biity lygi vieno kubelio masei?

Sprendimas. UZraS¢ tai, kas pasakyta saglygoje kaip 9Rut = 2Ku + 2Ri ir 2Ri = Ku ir jrase
antraja lygybe | pirmgja gauname, kad 9Rut = 3Ku. Dabar suprasting gautaja lygybe i$ trijy
gausime, kad 3Rut = Ku, o tai ir reiSkia, kad vienas kubelis atsveria tris rutuliukus.

Atsakymas. Vienas kubelis atsveria 3 rutuliukus.

7. DeSimt (vienodos mases) apelsiny (A) sveria vienu kilogramu daugiau negu dvideSimt
(vienody) mandariny (M). Tie patys deSimt apelsiny sveria 500 gramy daugiau negu 30 tokiy pat
(vienody) mandariny. Kiek sveria 1 mandarinas?

Sprendimas. Uzrase tai, kas pasakyta salygoje, kaip 10A = 20M + 1 ir 10A = 30M + 0,5
turime lygybg 20M + 1 =30M + 0,5 arba 1 — 0,5 = 0,5 = 10M. Tai reiskia, kad M = 0,05 arba kad 1
mandarinas sveria 50 gramy.

Atsakymas. Vienas mandarinas sveria 50 gramy.

8. Yra du stiklainiai — vienas 5-litrinis, o kitas 3-litrinis. Kaip turint juos bty galima j 10-
litry talpos kibirg jpilti 4 litrus vandens? (Vanden] galima perpylinéti i§ vienos talpos i kita,
Ipylinéti i§ krano arba ir iSpylinéti lauk.)

Sprendimas. PradZioje laikysime, kad
visos trys talpos yra tuscios. Tokig biiseng
atitinka skaiCiy trejetas (0, 0, 0). Priklausomai
nuo to, kokius veiksmus atlikinésime
(perpylimas, jpylimas i§ krano arba iSpylimas
lauk), galima gauti skirtingus sprendimo
btudus. Nurodysime vieng i$ jy (zr. lentele).

Pastaba. Cia naudojamas perpylimas,
1Spylimas lauk ir jpylimas 1§ krano.

5 litry indas 3 litry indas | 10 litry indas

SN OO NN O
W W OO W WIOo[Oo
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9. I8 devyniy vienody monety viena pasirod¢ esanti brokuota, nes ji svéré maziau negu likusios
monetos. Kaip turint svirtines svarstykles be svareliy ir padarius ne daugiau kaip du svérimus
galima bty atrasti tg netikrg moneta?

Sprendimas. Padaliname tas 9 monetas bet kaip i 3 grupes po 3 monetas kiekvienoje grup¢je
ir lyginame tarpusavyje kiekvienos grupés masg.

1 svérimas. I$ trijy monety grupiy nustatome ta grupe, kuriai priklauso netikra moneta. Tam
mes ] kiekvieng i$ dviejy svarstykliy lekStuciy dedame bet kurig i$ trijy monety grupiy. Grupe,
kuriai priklauso netikra moneta, sveria maziau negu kitos trijy monety grupés arba like monety
trejetai. Jeigu svarstyklés pasirodé esancios pusiausvyroje, tai mes darome iSvada, kad netikra
moneta yra treciojoje (dar nesvertoje) grup¢je. Taigi trejetas, kuriame yra netikra moneta, yra
nustatomas vienu sveérimu.



2 sverimas. 1§ monety su netikra moneta trejeto randame netikrg monetg. Ant kiekvienos
svarstykliy lékstutés dedame po vieng monetg. Netikra moneta, kaip Zinome, yra lengvesné. O
jeigu svarstyklés pasirodo esancios pusiausvyroje, tai netikra yra toji likusi trecioji trejeto moneta.

10. I$ 27 vienody kilograminiy svareliy vienas pasirodé esas brokuotas, nes jis svére daugiau
negu vieng kilograma. Kaip surasti tg svarelj, turint tik svirtines svarstykles ir atlieckant ne daugiau
kaip tris sveérimus?

Sprendimas. Tuos 27 svarelius bet kaip padalijame | 3 grupes po 9 svarelius kiekvienoje
grupéje ir su svirtinémis svarstyklémis palyginame bet kuriy dviejy svareliy grupiy po 9 svarelius
mas¢. Grupé, kuriai priklauso netikras svarelis, sveria daugiau negu kiti svareliy devynetai. O jeigu
svarstyklés pasirodé esancios pusiausvyroje, tai darome iSvada, kad netikras svarelis yra treiajame
(dar nebuvusiame ant svarstykliy) svareliy devynete. Taigi devynetas, kuriame yra netikras
svarelis, yra nustatomas jau pa¢iu pirmuoju svérimu.

Dabar ta devyneta, kuriame yra brokuotas netikras svarelis bet kokiu biidu padaliname | tris
trejetus ir pirmuosius du trejetus dedame ant skirtingy svirtiniy svarstykliy 1ékstuciy. Trejetas,
kuriam priklauso netikras brokuotas svarelis, sveria daugiau negu kiti svareliy trejetai. O jeigu
svarstyklés pasirodé esancios pusiausvyroje, tai darome iSvada, kad netikras svarelis yra treCiame
dabar ka tik ant svarstykliy dar nebuvusiame svareliy trejete). Taigi trejetas, kuriame yra netikras
svarelis, yra nustatytas antruoju svérimu.

Imsime tg trejeta, kuriame, kaip nustatéme, yra netikras svarelis, ir tre€iuoju svérimu surasime,
kuris gi yra tas netikrasis. Tam tikslui imsime bet kuriuos du svarelius ir uzdésime juos ant
skirtingy svarstykliy 1€kStuciy. Jeigu svarstyklés néra pusiausvyroje, tai netikras svarelis yra tas,
kuris yra aukStyn pakilusioje leksStutéje, o jeigu svarstyklés rodo pusiausvyra, tai netikras yra tas
ka tik svérimo iSvenges svarelis.

11. Turime 10 arbiizy ir dar svarstykles, su kuriomis vienu svérimu galime nustatyti bet
kuriy pasirinkty trijy arbiizy mase¢. Kaip SeSiais svérimais galima biity nustatyti bendrg visy
deSimties arbiizy mas¢?

Sprendimas. Sunumeruokime arbiizus sveikaisiais skaic¢iais nuo 1 iki 10 ir pirmuoju
sveérimu pasverkime tris pirmuosius arbiizus 1, 2 ir 3, o antruoju svérimu — sekancius tris arbiizus
4, 5 ir 6. Mums dar liko suzinoti bendra likusiy paskutiniyjy keturiy arbiizy 7, 8, 9 ir 10 masg.
Tre€iuoju svérimu pasverkime tris arbuzus 8, 9 ir 10, ketvirtuoju - 7, 9 ir 10, penktuoju - 7, 8 ir
10 ir SeStuoju suzinokime bendrg trijy arbtizy 7, 8 ir 9 mase. Tegul tie svoriai yra atitinkamai C,
D, E ir F. Kadangi tuose paskutiniuosiuose keturiuose svérimuose dalyvavo tik paskutinieji keturi
arbiizai ir kiekvienas i§ jy buvo sveriamas lygiai po 3 kartus, tod¢l bendra jy masé yra lygi

(C+D+E +F)/3,
o tada bendra visy 10 arblizy masé yra
A+B+(C+D +E+F)/3.
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SESTOJI UZDUOTIS

Dézéje yra 24 kg viniy. Kaip turint svirtines svarstykles be svareliy ir rodykliy atmatuoti
lygiai 9 kilogramus viniy?

4 vienodos konservy dézutés ir 3 vienodi kepaliukai duonos sveria 5 kilogramus, o tos
pacios 4 vienodos konservy dézutés ir 2 vienodi kepaliukai duonos sveria 4 kilogramus.
Kiek sveria 1 kepaliukas duonos ir kiek sveria 1 konservy dézuté?

Antanukui padovanojo svarstykles, ir jis nedelsdamas pradé¢jo svérinéti savo zaisliukus. Jo
masin¢le atsveré kamuoliukas ir 2 kubeliai, o0 masinéle su kubeliu — 2 kamuoliukai. Kiek
kubeliy atsverty 1 masinéle? Visi Antanuko kamuoliukai ir visi Antanuko kubeliai yra
vienodi.

Turime 11 arbiizy ir dar svarstykles, su kuriomis vienu svérimu galime nustatyti bet kuriy
pasirinkty trijy arbiizy bendra mase. Kaip SeSiais svérimais galima buity nustatyti bendra
visy vienuolikos arbtizy mase?

Pasisauké pamote Peleng ir tar¢ jai: ,,] du miisy kibirus telpa 5 ir 9 litrai vandens. Paémusi
juos atnesk 1§ upés lygiai 3 litrus vandens.* Lentele pateikite Pelenés uzduoties atlikimo
buda.

Ar galima 50 litry benzino i8pilstyti per tris bakus taip, kad pirmame bake biity 10 litry
daugiau benzino negu antrame bake, o perpylus 26 litrus benzino i§ pirmojo bako j tre¢iajj,
treCiajame bake bty tiek pat benzino, kiek jo yra antrajame bake? Atsakymga paaiskinkite.
Dvylikos litry talpos indas yra sklidinai pripiltas pieno. Kaip buity galima $i pieng padalinti
po lygiai dviem pirkéjams, naudojantis dviem tus€iomis talpomis, viena i§ kuriy yra 8, o
kita 3 litry talpos? Sprendimg pateikite lentele.

Yra trys indai, kuriy talpa yra 8 litrai, 5 litrai ir 3 litrai. 8 litry indas yra sklidinai pripiltas
vandens. Kaip perpilti vandenj i du i§ trijy turimy indy, kad kiekviename i§ jy biity po 4
litrus vandens? Sprendima pateikite lentele.

Kaip turint dvi pilnas 10-ties litry talpas su pienu, atmatuoti po 2 litrus pieno i dvi tuscias
talpas, i$ kuriy viena yra 4, o kita 5 litry talpos? Sprendimg pateikite lentele.

Turime 79 vienodas monetas, i§ kuriy viena yra netikra ir lengvesné uz kitas. Kaip turint
svirtines svarstykles be svareliy ir padarius daugiy daugiausiai 4 svérimus surasti tg netikrg
monetg?



VII. PROGRESIJOS

Teorine medZiaga parengé ir septintaja uZduotj sudaré doc. dr. Antanas Apynis

Si jauniesiems matematikams pateikiama tema yra tikrai ,,mokykliné*, todél (autoriaus manymu)
visiems uzdaviniams — net galbiit pirmg kartag matomiems — turéty pakakti vadovéliuose aiskinamos
teorijos bei per pamokas igyty igiidziy. Vis délto prie vieno kito gali tekti ir ilgéliau susimastyti,
kruopsciau padirbéti ieSkant atsakymao.

Prisiminkime, kad realiyjy skaiciy seka (x,) vadinama:

e aritmetine progresija, jeigu x; € R, o visi kiti jos nariai nusakomi formule
X, =x,+d, n=1,2,3, ..., (1)
kurioje d yra kuris nors realusis skaicius;
e geometrine progresija, jeigu x; € R, x; # 0, o visi kiti jos nariai nusakomi formule
X, =%X,q, n=1,2,3,..., (2)
kurioje ¢ yra kuris nors nelygus nuliui (g # 0) realusis skaicius.

Pagal nusistovéjusiag tradicijg, savarankiSkam darbui skirtoje uzduotyje aritmetiné progresija
Zymima simboliu (a,,) , 0 geometriné progresija— simboliu (b,) . Be to, tiek viena, tiek kita progresija
gali biiti ne tik baigtine, bet ir begaliné seka, — nelygu, koks uzdavinys.

Trumpam sustokime prie ¢ia nagrin€¢jamy iSskirtiniy seky pavadinimy. ISsamiau pastudijave, be
didesnio vargo galétume suprasti, kad kiekviena (begalinés) aritmetinés progresijos (a,) narj,
pradedant antruoju, galima nusakyti gretimy nariy aritmetiniu vidurkiu, taigi formule

+
= Tl 3 3)

O kiekvieng begalinés teigiamos geometrinés progresijos (b, ) narj, pradedant antruoju, galima
nusakyti gretimy nariy geometriniu vidurkiu

bn:"bn—l'bnﬂﬂ n:2,3,.... (4)
Aisku, kad né vieno teiginio matematikos moksle nevalia priimti ,,uz gryng piniga*, jeigu jis néra
jrodytas.
1 teiginys. Begaliné realiyjy skaiciy seka (x,) yra aritmetiné progresija tik kai kiekvienas jos
narys pradedant antruoju yra gretimy nariy aritmetinis vidurkis, t. y.

+

x, =l el 03 (5)
2

Irodymas. Jeigu seka (x,) yra aritmetiné progresija, tai (pagal apibréZima) yra toks realusis

skaicius d, kuriam esant
X, =x,+d, n=1,2,3,....

Tada
X, =x +(n-Dd =%((x1 +(n-2)d) +(x, + nd)) =%
Targ, kad sekos (x,) nariai, pradedant antruoju, apibréziami (5) formule, t. y. x, = %,

n=2,3,..., patikrinkime, ar skirtumas tarp gretimy nariy x; ir x;,; (k=1,2,3,...) yra pastovus.
Gausime, kad

Xt Xy X =X (O = X)) + (g — %)
X1 =Xk = 5 X = ) = ) .
IS ¢ia iSplaukia, jog

21 — X ) = (Xpp = X))+ (G — X)) = Xpq — X = Xppp — Xpp -



Vadinasi, bet kuriam & € {1; 2; 3; ...} galioja lygybé

X2 ™ Xl = Xl — X
reiSkianti, jog skirtumas tarp bet kuriy sekos (x, ) gretimy nariy yra toks pat.

2 teiginys. Begaliné teigiamy skaiciy seka (x,) yra geometriné progresija tik kai kiekvienas jos

narys, pradedant antruoju, yra gretimy nariy geometrinis vidurkis, t. y.
X, =A[Xpo1 Xpe1> B=2,3, ... (6)

Irodymas. Tarkime, kad begaliné teigiamy skaiciy seka (x,) yra geometriné progresija. Tai
reiSkia, kad yra toks (teigiamas) skaicius ¢, kuriam esant galioja lygybé
X,1=9x,, n=1,2,3,....

Tada

_ _ 2
Xp1 Xpel = Xp1 94X, =4Xy1 "Xy = Xy

I§ ¢ia i$plaukia, kad x, =/x,_; - x,,;, n=2,3,.... Kitaip sakant, kickvienas geometrinés progresijos

narys, pradedant antruoju, yra gretimy nariy geometrinis vidurkis.
Belieka jrodyti atvirkstinj teiginj. Tare, kad begaliné teigiamy skaiciy seka (x,) nusakoma (6)

TSI . : : . X _
formule, turime jsitikinti, kad visi gretimy nariy santykiai L k=1,2,3,..., yra lygis.
Xk
Kadangi
Xl _ NV M2 \/xk+2 _ \/xk+1 2Y)
Xk Xk Xk Xk Xk+1

tai

5

2
(xkﬂj — X+l . X+2

Xk Xk Xkt
o v ey . X X .
o i$ ¢ia iSplaukia, kad tikrai kil ﬂ, kai £=1,2,3,....
X Xyl

SEPTINTOJI UZDUOTIS

1. Raskite aritmetinés progresijos a;, a,, az, ... pirmyjy devyniolikos nariy suma, jeigu
a4 + a8 + alz + a16 =224.

2. Raskite aritmeting progresija (a,,)— jos pirma narj a; ir skirtumg d, jei galioja Sios dvi salygos:

a+ay+as=-12 ir a;-ay-as =280.

3. Aritmetinés progresijos (a,) pirmyjy m nariy suma S, yra lygi jos pirmyjy k nariy sumai S,
k # m. Jrodykite, kad Siuo atveju
Sm+k =0.

4. Raskite aritmeting progresija (a,,) , kurios pirmyjy » nariy suma S, apskai¢iuojama pagal formule

S, =24n* +17n.
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Irodykite, kad seka (a, ) yra aritmetiné progresija, jeigu jos pirmyjy » nariy sumos S, formulé
yra

S, = An® + Bn;
¢ia A ir B yra bet kurie realieji skaiCiai, 4 # 0.

Nustatykite, ar yra tokia aritmetiné progresija (a,,) , kad pirmyju » nariy sumai rasti tikty formulé
S, =n*+2n-38,
jei n — bet kuris nattiralusis skaicius.

Trijy skaiciy, sudaran¢iy geometring progresija, suma lygi 3, o jy kvadraty suma 21. Raskite $ia
progresija.

Skaic¢iy 180 iSskaidykite i keturis démenis taip, kad jie sudaryty geometring progresija, kurios
treCias narys 36 vienetais didesnis uz pirma narj.

Raskite aritmetinés progresijos (a, ) pirma narj a; ir skirtumg d, jeigu Sjq =300, o jos nariai a,

a, ir as sudaro geometring progresija.

Geometring progresija (b,) sudaro lyginis nariy skaiius. Raskite $ios progresijos vardiklj ¢, jei suma
b

S, yra tris kartus didesné uz nelyginése pozicijose esanéiy nariy by, by, bs, ..., b,_; suma.



VIIL. CEVOS IR MENELAJO TEOREMOS

Teorine medZiaga parengé ir astuntaja uZduoti sudaré Vilniaus universiteto docentas Edmundas Mazétis

Matematikos pamokose suzinojote, kad trikampio pusiaukrastinés susikerta viename taske, tokia
pacia savybe pasiZymi ir trikampio pusiaukampinés bei aukstinés. Minétos savybés yra bendresniy
teoremy, su kuriomis susipazinsite, atlikdami §ig uzduotj, atskiri atvejai.

Sakykime, kad ties¢je yra trys skirtingi tasSkai A, B,C. Kadangi vektoriai AC ir CB yra
kolinearieji, tai yra toks skaicius k, kad AC = kCB. Sis skai¢ius k yra vadinamas trijy tiesés tasky
paprastuoju santykiu, Zymimas k = (4B, C). Pastebékime, kad Sis santykis negali buti lygus —1,
prieSingu atveju turétume lygybe AC = —ﬁ?), taigi bty teisingos lygybés AC+CBE =0, 4B = 6,
taigi taskai A ir B sutapty. Lygiai taip pat k negali buti lygus 0, nes tuomet sutapty taskai 4 ir C.
Pastebékime, kad kai k > 0, taskas C yra atkarpoje AB,ir jis yra lygus atkarpy AC ir CB ilgiy
santykiui (1a pav.); atskiru atveju, kai k = 1, taskas C yra atkarpos AB vidurys. Jei —1 < k < 0, tai
taskas A yra tarp tasky C ir B (1b pav.), o kai k < —1 — taskas B yra tarp tasky A ir C (1c pav.).

Ae C B la pav.
4
Cie . *B; 1bpav.
B
Ay 2 .C, lcpav.

Kokie bebiity du skirtingi taskai A ir B ir skaiCius k, k # 0, k # —1, egzistuoja vienintelis tiesés
AB taskas C, kad (AB,C) = k. Tikrai, i§ paprastojo santykio apibrézimo iSplaukia lygybé AC =
kCB, i% kurios gauname, kad AC = k(ﬁ - R), 1+ k)ﬁ = kAB, todél taskas C gaunamas
nubrézus vektoriy AC = ﬁﬁ Taigi taSko C egzistavimas jrodytas. Tarkime, kad ties¢je AB yra
kitas taskas D toks, kad (AB, D) = k. Tuomet AD = kDB , todél CD = AD — AC = kDB — kCB =
k(DB — CB) = k(DB + BC) = kDC = —kCD, taigi (1+ k)CD = 0. Kadangi k # —1, tai §i
lygybé galima tik kai D=0 , taigi taskai C ir D sutampa.

Cevos teorema (Giovanni Ceva (1648—1734) — italy matematikas ir inZinierius). Trikampio ABC

krastinése AB, BC ir CA atitinkamai pazyméti taskai Cy, A, ir B;. Atkarpos AA;, BB, ir CC; susikerta

. y L . AC, BA, CB
viename taske tada ir tik tada, kai — - — - —% =
C1B A,C BjA

[rodymas. Butinumas. Tarkime, kad tiesés AA;, BB, ir CC; susikerta taske M, 0 AH, = hy ir
BH, = h, — atstumai nuo taSky A ir B iki ties¢s CM (2 pav.). Tuomet Spapc = %CM “hy, Spmc =

1 s hy o, . . . . hy _ AC s Ac
=CM - h,, tad=22Y¢ = 2 T3 trikampiy AH, C; ir BH,C; pana$umo turime — = —=, tad =24%¢ = =1,
2 Sapmc h2 hy B SaemMc  C1B
N s CB, S BA .. AC, BA; CB
Analogigkai jsitikiname, kad 222M¢ = =% = 28BMA — —"1  Vadinasi, — - —= - —= =
SaBma  B1A" Spamc  AdC 1B AC BA

Pakankamumas. Sakykime, kad yra teisinga lygybe 25 54 Ry, atkarpos AA, ir BB,
C1B A1C BjA

kertasi taSke M, bet ties¢ CC; neina per tasSka M (3 pav.). Jei ties¢ CM kerta trikampio krasting AB

} L .. LACy BAr CBi _ 1 e - ACz _ AG
taske C,, tai kaip jrodéme yra teisinga lygybé CF AC BiA 1. I8 Siy lygybiy gauname, OB B



Kadangi atkarpoje AB yra tik vienas taskas, dalijantis ja duotuoju santykiu, tai i$ ¢ia iSplaukia, kad
taskai C; ir C, sutampa, taigi atkarpa CC; eina per taskg M.

2 pav. 3 pav.

Pastebékime, kad Cevos teorema yra teisinga ir tada, kai vienas i$ tasky A;, B; ir C; yra trikampio
krastin€je, o kiti du — krastiniy tesiniuose. [rodymas Siuo atveju analogiskas.

Taikant jrodytajg teoremg uzdaviniy sprendime, svarbu teisingai uZzraSyti atkarpy santykius.
Galima naudoti paprastg taisykle: pradéti nuo bet kurios trikampio vir§iinés (pvz., A), eiti iki
trikampio krastinéje esancio tasko Cy, po to iki kitos virStinés B, vél iki krastin¢je esancio tasko A, ir
t. t., iki grjzimo j virSiing A.

1 pavyzdys. Jei AA,, BB, ir CC; yra trikampio ABC pusiaukrastines, tai A B4 _ P

Ci1B AiC  BjA
Taigi pagal Cevos teorema trikampio pusiaukrastinés susikerta viename taske, kuris vadinamas
trikampio sunkio centru.

Jei AA;, BB; ir CC; — trikampio ABC pusiaukampinés, tai pagal trikampio pusiaukampiniy
AC, _AC BA; _BA CB; _CB ., AC; BA; CB; _ AC BA CB D .
savybe — ==, —2 ==, 2= tod¢el —-—--—2==.—=.—=1, taigi trikampio
1B CB’ A,C AC’ BjA  BA C1B AC BjA CB AC BA
pusiaukampinés susikerta viename taske, kuris yra j trikampj jbrézto apskritimo centras.

Jei AA{,BB; ir CC; - trikampio ABC aukstinés (4 pav.), tai AC; = CCyctg £A, C;B =

. ACy _ ctglA .oy . BAy _ ctg/B CBy _ ctgsC ., AC; BA; CB
CCictg £B, todél 222 = =922 Analogiskai — = =22, =22 = S92 o] 22 . 221 2 =
ClB Ctg LB A1C Ctg £C BlA Ctg LA ClB A1C BlA
Taigi trikampio aukstinés susikerta viename taSke, kuris vadinamas trikampio ortocentru.
B
A,
C,
1 C
B,
4 pav.

2 pavyzdys. Sakykime, kad atkarpa AD yra trikampio ABC pusiaukamping, atkarpa AE yra jo
pusiaukrasting, o kraStin¢je BC yra toks taskas F, kad ties¢je AD yra kampo EAF pusiaukampiné (5
pav.), Tuomet atkarpa AF yra vadinama trikampio simediana. 1§ apibrézimo iSplaukia, kad tiesés AE
ir AF yra simetriSkos tiesés AD atzvilgiu, taigi LZEAD = £FAD, £BAE = £CAF, o £EAC = £FAB.

Rasime santykj %. Sakykime, kad h yra trikampio ABC aukstinés, nubréztos 1§ virStinés A, ilgis.

Dviem biudais skai¢iuodami trikampio BAE plota, turime lygybe BE - h = AB - AE - sin £BAE.

AnalogiSkai dviem biidais skai¢iuodami trikampio CAF plota, gauname, kad CF -h = AC - AF -

sin 2CAF. Kadangi 2BAE = £CAF, tai is gautyjy lygybiy idplaukia, kad == = 22 -2 Vadinasi,

AC AF’
BE-AC-AF
CF =
AB-AE

. Analogiskai skai¢iuodami trikampiy ABF ir ACE plotus, gauname tokias lygybes:



BF -h = AB - AF - sin £BAF ir CE - h = AC - AE - sin £CAE. Kadangi £BAF = £CAE, tai i§ Cia

turime lygybe % = % : %, tod¢l BF = Ci?_i?F. Kadangi taskas E yra kraStinés BC vidurys, tai
2
BE = CE, todél i§ gautyjy lygybiy gauname, kad % = %. Lygiai taip pat gauname lygybes ir

. . . . AG AB® BH  BC? .y

kitoms simedianoms BG ir CH: — = —, — = —. Tuomet— - —- =— — —=1, taii§
GC  BC2’ HA  Ac? GC FB HA BC2? AB2? AC?

Cevos teoremos iSplaukia, kad trikampio simedianos susikerta viename taske, kuris vadinamas

trikampio Lemuano tasku (E. Lemoine 1840 —1912 — pranciizy matematikas).

A

FDE
S pav.
3 pavyzdys. Sakykime, kad i trikampi ABC jbréztas apskritimas trikampio krastines BC, AC ir
AB liecia atitinkamai taskuose A, By, C;. Tuomet tiesés AA;, BB, ir CC; susikerta viename taske. I$
tikryjy. pagal apskritimo liestiniy, nubrézty 1§ vieno tasko, savybe AB; = AC; = x, BC; = BA; =y,

CB, = CA; = z (6 pav.). Todél A B4 Ch XY, % = 1, taigi i§ Cevos teoremos isplaukia, kad

tiesés AA;, BB, ir CC; susikerta viename taske, kuris vadinamas trikampio Zergono tasku (Joseph
Diaz Gergonne, 1771 — 1859, pranciizy matematikas).

6 pav.

Menelajo teorema (Menelajas Aleksandrietis — I a. graiky mokslininkas). Sakykime, kad tiesése
BC,AC ir AB, kuriose yra trikampio ABC krastinés, atitinkamai pazyméti taskai A,, B; ir Cy, be to,

arba visi jie yra trikampio kraStiniy tgsiniuose, arba du jy yra trikampio krastinése, o treiasis —
. AC;, BA; CBj

krastinés tesinyje. TaSkai A4, By ir Cy, yra vienoje tieséje tada ir tik tada, kai —-—-— = 1.
C1B A;C ByA

Irodymas. Bitinumas. Sakykime, kad tiesé [ kerta trikampio ABC krastines AB ir BC taskuose

C; ir A4, o krastinés AC tesinj — taske By (7 pav.). I§ trikampio virStniy nubrézkime statmenis
A

AA,,BB,, ir CC, i tiese l. Kadangi trikampiai AA,C; ir BB,C; panaSieji, tai % = B—‘;Z. Analogiskai
1 2

oy . . y . BAy _ BBy ... . . . .
i$ trikampiy BA; B, ir CA,C, panasumo turime A—é = C_CZ’ o i$ trikampiy AB; A, ir CB,C, panaSumo
1 2

_B _ % 1% &ia seka. kad 2. B4 CB 4
B1A  AAy° i CiB A{C B4A

Pakankamumas. Sakykime, kad yra teisinga lygybé A B4 Ch 1, bet taskai A4, B; ir C;
CiB AiC BA

néra vienoje tieséje (8 pav.). Sakykime, kad tiesé A, B; kerta trikampio krasting AB tasSke C,. Kadangi



. . et e et . . AC, BA; CB
A4, B; ir C, yra vienos ties€s taskai, tai kaip jau jrodéme, jiems teisinga lygybé C—; . A—é . B—; = 1.
2 1 1
. AC; _ AC; o
Tuomet akivaizdu, kad =— = =—2. I§
1B Gy

to, kad atkarpoje AB yra vienintelis taskas, kuris dalija ja
duotuoju santykiu, tai i$ Sios lygybés iSplaukia, kad taskai C; ir C, sutampa.
Menelajo teoremos jrodymas nesikeiia, kai visi taskai A;, B; ir C; yra trikampio krastiniy

tesiniuose. Norédami teisingai surasyti atkarpy santykius, galime naudoti tg pacig taisykle kaip ir
Cevos teoremos atveju.

8 pav.

Pastebékime, kad lygybe % . % . % = 1 yra tokia pati tieck Cevos, tick Menelajo teoremos
1 1 1

atveju. Jei ra§ytume ne atkarpy santykius, o trijuy tiesés tasky paprastuosius santykius, tai Cevos
teoremos atveju desinéje puséje biity 1 (nes neigiamy paprastyjy santykiy yra arba du, arba nei vieno),
o Menelajo teoremos atveju deSingje pus¢je biity —1 (nes neigiamas yra arba vienas paprastasis
santykis, arba visi trys paprastieji santykiai yra neigiami). Taigi taikant paprastuosius santykius,
Cevos teoremos formuluotéje esanéia lygybe galima uzrasyti (AB,C;) - (BC,A;) - (CA,B)) =1, o
Menelajo teoremos formuluotéje esancia lygybe — taip (AB, C;) - (BC,A,) - (CA, By) = —1.

4 pavyzdys. Trikampio ABC krastinéje AC yra toks taskas D, kad AD : DC = 3 : 5, o krastinéje
BC —toks taskas E, kad BE : EC = 3 : 1. Atkarpos BD ir AE kertasi taSke F. Rasime AF : FE.
Sprendimas. Nagrinékime trikampj AEC ir tris tiesés taskus: taskas F krastinéje AE, taSkas B -

krastinés CE tgsinyje ir taskas D — krastinéje CA (9 pav.). Siems taskams yra teisinga Menelajo
AF EB CD

teorema 75 50 DA 1. Kadangi EB : BC =3:4, CD : DA =5 : 3, tai i§ Menelajo teoremos
) AF 3 5 o C ) AF _ 4
turime lygybe 513" 1, i$ kurios iSplaukia, kad P
A A
D
E F
B
5 E ¢ D C P
9 pav. 10 pav.

5 pavyzdys. Atkarpa AD yra trikampio ABC pusiaukampiné, atkarpa DE yra trikampio ABD
pusiaukamping, atkarpa DF yra trikampio ADC pusiaukampine, tiesés EF ir BC kertasi taSke P.
Irodysime, kad tiesés AD ir AP yra statmenos.

Sprendimas. Trikampiui ABC ir trim tiesés taskams E, F, P taikome Menelajo teorema (10 pav.):

. .. AE _ DA CF _ DC LAE CF _ DA DC _ DC ..

— - — - — = 1. Pagal pusiaukampiniy savyb¢ — = —, — = —, tod¢l —-—=—-—=—. [§Cia
EB DB’ FA DA EB FA DB DA DB

DC BP

N . _ . . BP _DB . . . . .. .
iSplaukia, kad 5 P 1, taigi = oo IS trikampio pusiaukampinés savybiy gauname, kad



DB

DC

__AB . . BP

taigi — =%. IS Sios lygybés seka: AP yra trikampio ABC kampo A priekampio

~ac’ PC

pusiaukampiné. Gretutiniy kampy pusiaukampinés statmenos, tad i§ Cia iSplaukia uzdavinio
tvirtinimas.

10.

ASTUNTOJI UZDUOTIS

Trikampio ABC kratiniy ilgiai AB = 4, BC =5, AC = 6, atkarpa AD yra pusiaukamping,
atkarpa BE yra pusiaukrastiné. Raskite ] kokio ilgio atkarpas krasting AB dalija per atkarpy AD
ir BE sankirtos taska ir vir§iing C nubrézta tiesé.

Atkarpa, jungianti trikampio ABC virSiing A su krastinés BC tasku A; tokiu, kad lauztés ABA,
ilgis yra lygus trikampio perimetro pusei, vadinama trikampio perimetrise. [rodykite, kad

trikampio perimetrisé€s susikerta viename taske.

Trikampio ABC krastinése AB ir AC atitinkamai pazyméti tokie taskai M ir N, kad tiesés MN ir
BC yra lygiagrecios. Tiesés BN ir CM kertasi taSke D, tiesés AD ir BC kertasi taske E. Raskite
santykj BE : EC.

Taskas D yra trikampio ABC krastinéje BC, atkarpa DE yra trikampio ADC pusiaukampinbg,
krastin¢je AB yra toks taskas F, kad atkarpos DF ir DE yra statmenos. [rodykite, kad atkarpos
AD, BE ir CF susikerta viename taske.

Trikampio ABC krastinése BC ir AB yra tokie taskai D ir E, kad BD : DC =5:3, AE : EB =
3 : 2. Atkarpos AD ir CE susikerta taSke F. Raskite santykius CF : FE ir AF : FD.

Trikampio ABC krastiniy ilgiai AB = 10, AC = 12, BC = 15. Raskite, kokiu santykiu trikampio
pusiaukrastiné CD dalija jo pusiaukamping BE.

Trikampis ABC yra jvairiakrastis, kampo A priekampio pusiaukampiné ties¢ BC kerta taske D,
kampo B priekampio pusiaukampiné¢ kerta ties¢ AC taske E, o kampo C priekampio
pusiaukampiné tiese¢ AB kerta taSke F. [rodykite, kad taSkai D, E ir F yra vienoje tieséje.

Trikampyje ABC teisinga lygybé AB : AC = 20 : 11, atkarpa AD yra jo pusiaukampiné, taSkas
M yra jos vidurys. Kokiu santykiu ties¢ BM dalija trikampio krasting AC?

Taskas M yra staciojo lygiasonio trikampio ABC statinio BC vidurys, i8 staciojo kampo virStnes
C nubréztas statmuo pusiaukrastinei AM kerta jZambing AB taske P. Raskite trikampio statinio
AC ilgj, jei PB = /2.

Trikampio ABC pusiaukrastin¢je AM yra toks taSkas K, kad CK = AB, tiesés CK ir AB susikerta
taske L. Jrodykite, kad trikampis AKL yra lygiaSonis.



BAIGIAMOJI UZDUOTIS

Su kuriomis parametro a reikSmémis lygtis
x>+ Qa—-1Dx+a?>+2=0
turi dvi skirtingas (realigsias) Saknis, kuriy viena yra du kartus didesné uz kita?

. I statyjj trikampj jbréZztas apskritimas jzambing liecia taske, kuris dalija j7zambing j 5 cm
ir 12 cm ilgio atkarpas. Raskite trikampio statiniy ilgius.

. Aritmetinés progresijos penktasis narys lygus 9, o antrojo ir devintojo jos nariy suma
lygi 20. Raskite Sios progresijos pirmyjy deSimties nariy suma.

. Nurodykite kiekvieno i$ Siy skaiCiy tikrinj daliklj ir taip jrodykite, kad jie sudétiniai:
577 + 1989 577 + 3684 3689 — 2577,



STOJAMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Baseine yra du vamzdziai. Per vieng vamzdj vanduo jteka j baseing, o per kitg —iSteka i$ jo. Atidarius vien pirmajj
vamzdj, tuscias baseinas pripildomas 2 valandom ilgiau, negu vanduo is$ pilno baseino iSteka, atidarius vien antrajj
vamzdj. Kai buvo pripildyta trecdalis baseino, buvo atidaryti abu vamzdziai ir per 8 valandas i$ baseino iStekéjo visas
vanduo. Per kiek laiko pirmuoju vamzdZiu tuscias baseinas pripildomas, o antruoju vamzdziu pilnas baseinas
iStustinamas?

Sprendimas. Sakykime, pilnas baseinas iStustinamas per x valandy, tuomet jis pripildomas per x + 2 valandy.

Tuomet per 1 val isteka l— oji dalis baseino, o per 1 valandg priteka i— oji dalis baseino. Kadangi per 8 valandas

|stekeJo baseino dalimi daugiau, nei jtekéjo, tai turime Iygt;— - % = é Teigiamoiji Sios lygties Saknis yra x = 6.

Taigi vanduo i$ baseino isteka per 6 valandas, o baseinas pripildomas per 8 valandas.
Ats.: iSteka per 6 valandas, jteka per 8 valandas.

y . .3 _
ISspreskite lygtj NS +2vx+1=5.

Sprendimas. Zymime vx + 1 = y, &iax = —1, ¥ > 0. Gauname: % +2y=5, 3+2y(y+1)—
5(y+1)=0, 2y?—-3y—2=0, y=2arbay = —%. Kadangi y = 0, tai tinka tik y = 2. Todélvx+1=2,x +
1=4, x=3.

Ats.: 3.
. . Cx? 48 (x| 4
ISspreskite lygtj 5 + Z= 5 (5 + ;)

Sprendimas. Zymlme +— = y. Tuomet y? = ( + )2 —+§ t del = +— = 3( iﬁ) =
3 (y - 5) = 3y? — 8. Todél lygtis yra tokia 3y? — 8 = 5y, 3y% — 5y — 8 = 0. Sios kvadratinés lygties sprendiniai
yvi=-1y, = g. Pirmuoju atveju gauname Iygtj§+% =—1 = x?+ 3x + 12 = 0, kuri neturi sprendiniy.
Antruoju atveju turime: g +% = g = x2-8x+12=0=>x;, =2, x, = 6.x2

Ats.: 2; 6.

1

ISspreskite nelygybe ﬁ > -2

Sprendimas. Jei trupmeny skaitikliai vienodi, o vardikliai teigiami, tai didesné ta trupmena, kurios vardiklis
maZesnis, todél duotoji nelygybé ekvivalenti nelygybei 4x? < (x —1)%, x # 0, x # 1. §¢a4x? <x?—-2x+ 1>

3x24+2x—1<0 :>—1<x<§.
Ats.: (=1,0) U (0,3).

Raskite nelygybés x2 + 2x — 24 < 0 sprendiniy, kuriems galioja nelygybé V2 -5x<7, aibe.
Sprendimas. Pagal sglyga pirmosios nelygybés sprendiniai turi bati ir antrosios nelygybés sprendiniai, taigi jie
x? +2x—24<0,
V2 —-5x <7

x, =4, x, = —6, tai pirmosios nelygybés sprendiniy aibé yra skaiciy intervalas (—6, 4). Antroji nelygybé turi

turi tenkinti nelygybiy sistema { Kadangi kvadratinés lygties x? + 2x — 24 = 0 sprendiniai yra
prasme, kai 2 — 5x = 0, taigi, kai x < % Pakéle abi puses kvadratu, gauname, kad 2 — 5x < 49, x > —45—7. Taigi
antrosios nelygybés sprendiniy aibé yra intervalas (—%,é]. Bendroji intervaly (—6,4) ir (—%,%] dalis yra (—6, %].

2
Ats.: —6 < x < =



6. Natdraliojo skaiciaus n faktorialu yra vadinama sandaugan! =123 - ... - n. Raskite natiralyjj skaiciy x, kuriam

galioja IygybéZ—: =7
' 6!:7-8:9-...x

Sprendimas. Aisku, kad x = 7. TuometZ—: = o

=7-8:9-...:x=1-2-3-4-5-6"-7.Suprastine
gauname, kad x = 10.

Ats.: 10.

7. Jrodykite, kad skai¢ius n3 + 11n dalijasi i§ 6, kain € N.
Sprendimas. Kadangin® + 1ln= n3—n)+ 12n=nn?-1)+ 12n=nn - D(n + 1) + 12n, trijy
gretimy natdraliyjy skaiiy sandauga (n — 1)n(n + 1) visuomet dalijasi ir i$ 3, ir i$ 2, taigi ji dalijasi i$ 6, skaiCius 12n
irgi dalijasi i$ 6, taigi duotasis skaicius dalijasi i$ 6 su bet kuriuo natdraliuoju n.

8. Nustatykite, kurioms parametro a reikiméms (&ia a # 0) parabolés y = ax? iry = (x — 2)? susikerta dviejuose
taskuose.

Sprendimas. Tam, kad parabolés y = ax? sua # 0 iry = (x — 2)? susikirsty dviejuose taskuose, lygtis
ax? = (x — 2)? turi turéti du sprendinius. Pertvarke lygtj, gauname (a — 1)x2 + 4x — 4 = 0. Si lygtis tutri du
sprendinius, kai ji yra kvadratiné (a # 1) ir kai jos diskriminantas teigiamas, t. y., kai 16 + 4 - 4(a — 1) > 0.1 ¢ia
1+4a—-—1>0, a>0.

Ats.:a € (0,1) U (1, 4+00).

9. Trikampyje MOP 2OMP = 10°, 2MPO = 60°, OP = 8, taskas K yra krastinéje MP, o zMOK = 50°, Raskite
trikampio OKP perimetra.
Sprendimas. Kadangi ZMOP = 180° — LZOMP — zMPO = 110°,
tai £POK = £MOP — £MOK = 110° — 50° = 60° (1 pav.). Kadangi
trikampio OPK du kampai lygiis 60°, tai treciasis jo kampas irgi lygus 60°,

P

todél Sis trikampis lygiakrastis, PK = OK = OP = 8. Taigi ieSkomasis

perimetras lygus 24. 1 pav.
Ats.: 24,

10. Lygiasonés trapecijos, j kurig galima jbrézti apskritimg, vidurinés linijos ilgis lygus 5, ji dalija trapecija j dvi dalis, kuriy
ploty santykis 7 : 13. Raskite trapecijos aukstine.
Sprendimas. Sakykime, kad trapecijos ABCD pagrindai AD = x, BC =y (2 pav.). Kadangi trapecijos viduriné
linija lygi pagrindy sumos pusei, tai x +y = 10. Trapecijos viduriné linijja MN dalija trapecija j dvi trapecijas, kuriy
AMND %'(X+5)'§ _x+5 _ 13

ver . . " v s . S "
aukstinés lygios duotosios trapecijos aukstinés h pusei. Tuomet pagal s3lyga =2 - = = —. Trapecijos
Sunce  S(y+5)5 Y+5 7

x +y =10,

pagrindy ilgius rasime is sistemos{ x+5 _ 13 kurios sprendinys x = 8, B

y+5 7 C
y = 2. ] trapecija galima jbrézti apskritima, todél AD + BC = AB + CD. \
Kadangi trapecija yra lygiaSoné, tai trapecijos Soninés krastinés ilgis lygus M N

AB =CD = AD;BC = 5. Jei BH —trapecijos auksting, tai turime AH = /
A

= %(AD — BC) = 3, todél i$ Pitagoro teoremos trikampiui ABH randame

trapecijos aukstinésilgj h = VAB2 — AH? = 4,
Ats.: 4.

2 pav.



PIRMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Keleivinio ir prekinio traukinio grei¢iy santykis lygus a : b. Keleivinis traukinys i§vyko i$ stoties
A 0,5 h véliau negu prekinis, o atvaziavo i stoti B 0,5 h anksciau. Atstumas tarp 4 ir B lygus s
km. Apskaiciuokite kiekvieno traukinio greitj.

. .. .. .. k . k
Sprendimas. Sakykime, kad prekinio traukinio greitis x—m, o keleivinio y—m.

Pagal salyga: —=%, (a>b>0), t.y. y=%. Prekinis traukinys vaziavo s kilometry
X

s ... S ax sb
atstumg — h, o keleivinis —=s:—=— (h).
X ax

Pagal salygos antraja dal;j: s_sh =1, |-ax turime sa—sb=ax ir x = sta=b) .
X ax a

. . . .. s(a—b) km .. .\

Vadinasi, prekinio traukinio greitis o o keleivinio traukinio greitis
a
_a s(a—b) s(a—b) (k_mj

Th T b \h)

ass, Seb)km o s@=b)km -,

a h b h

Staciakampés sporto aikstelés ilgis » m didesnis uz plotj. Palei aikStelés krastus eina vienodo
plocio a m takas. Sporto aikstelés plotas lygus to tako plotui. Kokie yra aikstelés matmenys?

Sprendimas. Sakykime, kad aikstelés plotis x m, o ilgis yra (x + b) m. Vadinasi, aik$telés su
taku plotis yra (x + 2a) m, o aikstelés su taku ilgis yra (x + b + 2a) m.

Kadangi aikstelés plotas x(x + b) m? = (x% + bx) m?, o aikstelés su taku plotas yra
(x+2a)-(x+b+2a) = x? +2ax+bx+2ab+2ax+4a® = x> +4ax+bx+4a* + 2ab =
=x>+ (4a+b)x+ 4a° + 2ab(m2).
Pagal salyga aisku, kad aikstelés su taku plotas yra lygus dvigubam aikstelés plotui, todél:
x> +(4a+b)x+4a® +2ab =2(x* + bx),
x> +(—4a+b)x+4a> +2ab=2x* + 2bx,

x> +(b—4a)x—(4a* +2ab) = 0.
Lygties diskriminantas:

=(b—4a)?—4-1-(—(4a* + 2ab)) = b*> — 8ab + 16a? + 16a* + 8ab = b? + 32a* > 0,
0 x;- Xy =—(4a* +2ab) < 0.

Vadinasi, lygties sprendiniai yra skirtingy zenkly ir

L —(b-4a)x b2 +32a%  da-b+Ab? +324°
2 2 '

B [2 2
Kadangi aikstelés ploCio reikSmé teigiama, tai x= da-b+Nb" +32a

5 m, o ilgis yra
4a-b+Vb?+32a? 4a+b+Vvb2+32a?
— 5 tbh=—7 ()
. da+b+~b* +324° . 4a—b+b* +324°
Ats.: Tlgis 5 m, plotis m

2



3. Tam tikrg uzduotj A darbininkas atlieka a dieny véliau negu B darbininkas ir b dieny véliau negu
C darbininkas. Dirbdami drauge, 4 ir B numatyta darbg atlieka per tiek pat dieny, kaip ir C. Per
kiek laiko $ig uzduot; jvykdyty kiekvienas darbininkas atskirai? Kaip turi biiti susij¢ nurodyti
dydziai, kad uzdavinys turéty sprendinj?

Sprendimas. Sakykime, kad C darbininkas atliecka uzduotj per x dieny (x>0), B
darbininkas — per (x+b) dieny, o 4 darbininkas per (x+b—a) dieny.
Per 1 dieng

A darbininkas padaro _ uzduoties,
x+b—a

B darbininkas padaro uzduoties,

x+b
.. . 1
o C darbininko darbo intensyvumas yra —.
X

Kadangi dirbdami kartu 4 ir B darbininkai atlieka numatyta darba per tiek pat dieny, kaip ir

C darbininkas, tai jy darbo intensyvumas per dieng vienodas. Vadinasi:
1 1 1
+ R

x+b—a x+b x

Turime

x+b+x+b—a 1 2x+2b—a _ 1
)
X

(x+b)(x+b-a)  x’ (x+b)(x+b—a)
2x? +2bx — ax = x* + 2bx + b? —ab—ax, x?=b%—ab ir x=+\b> —ab.
Kadangi x >0, tai x:m ir b>a.
Vadinasi, C darbininkas S$ig uzduotj jvykdyty per \/m dieny, B darbininkas per
m +b dieny, o 4 darbininkas per— b—a+ m dieny.
Ats.: A—per b—a+ \/m dieny, B—per b+ \/m dieny, C — per \/m dieny.

Uzdavinys turi sprendinj, kai b > a.

)

4. Vienas turistas nuéjo 18 km, o kitas — 32 km. Pirmasis kelyje uztruko 1 h maziau negu antrasis
ir ¢jo a km/h maZesniu greiciu. Raskite abiejy turisty greicius. Kaip priklauso sprendiniy skaicius
nuo a reikSmiy (a > 0)?

Sprendimas. Tegul pirmojo turisto greitis v km/h, o antrojo (v+a) km/h. Todél pirmasis
kelyje uztruko Bh, 0 antrasis — —— h.
a v+a

Pagal salyga:

32 —§=1|-v(v+a);

v+a v
32v—18v—18a=v2+av, v2+av—14v+18a=0;

V2 +(a—14)v+18a =0;

Sprendziame lygti V- (14-a)v+18a=0.
D=(14-a)* —4-1-18a =196 —28a+a* —72a = a* =100a +196.
Kai a®—100a+196 >0, lygtis turi du sprendinius. Kadangi
Vi -V, =18a >0, tai abu sprendiniai teigiami, o v;+v, =14—a>0. \ /

Vadinasi, a < 14. 2>~ 98



Reiskinio a® —100a+196 reiksmés yra teigiamos, atsizvelgus 1 a<14 ir a>0, kai
a €(0;2).

14-a+va®>~100a+196 km
2 h
14-a+\a®-100a+196 __14+a+a®~100a+196 (k_mj
2 2 h )

Kai a € (0; 2), pirmojo turisto greitis v =

b

0 antrojo

Kai a =2, tai lygtis yra v —12v+36=0 ir pirmojo turisto greitis v==6 W 0 antrojo

g km.
h

Kai a > 2, lygtis sprendiniy neturi.
Ats.: Kai a € (0; 2), tai du sprendiniai:

14-a*+a®~100a+196 km
2

14—a+Va2-100a+196 km

pirmojo turisto greitis > -

, antrojo

. . . o . ..k . k
Kai a =2, vienas sprendinys: pirmojo turisto greitis 6 Tm, antrojo — 8 Tm

Kai a > 2, sprendiniy néra.

. Du sportininkai béga vienu uzdaru stadiono taku. Kiekvieno jy greitis pastovus, taciau pirmasis

visg takel] nubéga a s grei¢iau negu antrasis. Pradéje bégti ta pacia kryptimi i§ vienos vietos,
sportininkai susilygina kas b s. Po kiek laiko jie susilyginty, jeigu tais paciais greiciais ir tuo
paciu taku bégty prieSingomis kryptimis?

Sprendimas. Tarkime, kad stadiono tako ilgis yra k metry, pirmasis sportininkas nubégo visa
takelj per ¢ s, o antrasis — per (¢ +a) s.

. ) .. .. k m ) k m
Vadinasi, pirmojo sportininko greitis yra ——, o antrojo —— —.
t s t+a s

Kai sportininkai béga ta pacia kryptimi, tai per 1 sekunde greitesnysis nutolsta nuo léciau
..k k  kt+ka—kt ka
béganfio —— = =
t t+a t(t+a) t(t+a)

Co . R . ka
(metrais) ir paveja ji (susilygina) per k: v

t(t+a)
a

(sekundziy).

> —at= ab; vadinasi, > +at—ab=0.

Pagal salyga: nr+a) =b |'a ;
a

D =a*-4-1-(-ab) = a* + 4ab. Akivaizdu , kad D >0. Kadangi f, -t, =—ab <0, lygties

—a+~a* +4ab

sprendiniai yra skirtingy Zenkly, todél teigiamas sprendinys:

2
[ 2
Vadinasi, pirmasis sportininkas nubéga takelj per ar az *dab s, antrasis per
—a++a® +4ab - a+\a®+4ab s)
2 2 '
. . . . . .- . —a+Vva?+4ab _ 2k m . )
Todél pirmojo sportininko greitis yra k: > W ey (S), o antrojo — k.

2 a+\/a2+4ab

S

a+\]a2+4ab 2k (mj



Kai sportininkai béga prieSingomis kryptimis, tai per 1 sekundg jie priartéja vienas prie kito

2k 2k 2k(\/a +4ab — a+\/a +4ab+a) 2k - 2\/a +4a

+
\/a2+4ab+a \/a2+4ab—a a’ +4ab-a’
kN a* + 4ab
= ——— (metry).
ab
Todél bégdami prieSingomis kryptimis sportininkai susitikty po
I ka® + 4ab k-ab ab ©).
ab k \/a +4ab \/a +4ab
Ats.: Po ab S.

\a® +4ab

. IS vietovés 4 upe pries srove iSplauké motoriné valtis, o 1§ vietovés B tuo paciu metu pasroviui
plaustas. Po a h jie susitiko ir toliau plauké nesustodami. Pasiekusi vietove B valtis tuoj pat grjzo
ir vietoveje A pasivijo plausta. Motorinés valties savasis greitis visg laikg buvo pastovus. Kiek
laiko plauké plaustas ir kiek — valtis?

. . . .. km et o km .
Sprendimas. Tegul valties savasis greitis yra VT, o upés tekmés greitis — XT’ tai

. . ey km .. km
motorings valties greitis prie§ srove (v —x) o o pasroviui — (v +x) N
Iki valties susitikimo su plaustu jie abu per a h nuplauke kelig, lygy atstumui nuo vietovés 4
iki vietoves B, t. y.
(v—x)-a+x-a=va—xa+xa=av(km).

Kadangi plaustas i§ B j 4 plauké av h, o motorin¢ valtis 1§ 4 | B plauké h,o0i18§B} 4
x —
h, tai pagal salyga:
v+ x
av  av av
—= av.
X v-x v+x
Turime
1 1 1 1 —
1_ N : 1 _vix+v x; lz 2v : W2 — o
X V=X V+X X vz—xz X v2_x2

Gavome lygtj x% + 2w —v? =0.
D=(2v) —4-1-(0*) =4 +4? =87, x,-x, =—v* <0. Akivaizdu, kad D >0, tai
lygtis turi du skirtingy Zenkly sprendinius. Vadinasi, upés t€ékmeés greitis

— 2 —
_ 24480 2v+2\/§v:_v+\/§v:(\/§_1)v(kij_

2 2
Motoriné valtis plaukeé tiek pat laiko, kiek ir plaustas i§ B i 4, t. y.

av a(\/§+1) 3
2=y (2-1)-(2+1) =aW2+D ().

ts.: a(N2 +1) h.



7. Su kuriomis m reikSmémis lygtis xz—(m+1)x+m+4:0 turi du skirtingus neigiamus
sprendinius?

Sprendimas. Visy pirma kvadratiné lygtis turi du skirtingus sprendinius, kai D >0, t.y.
D=(m+1)?-4-1-(m+4) =m* +2m+1-4m—16=m*> —2m-15.
Kadangi abu sprendiniai neigiami, tai x; -x, =m+4>0, 0 x; +x, =m+1<0. Vadinasi,

-4 <m<-1.
Sprendziame nelygybe m? —=2m—15>0. \ /
>m
Parabolé m? —2m —15 kerta m aj, kai my ==3 ir m, =5. 3~ 5

Nelygybés sprendinys m € (—oo; —3) U (5; + 00).
Lygtis turi du skirtingus neigiamus sprendinius su m reikSmémis, tenkinan¢iomis
nelygybiy sistema:
—4<m<-1, L
Vadinasi, m e (—4;-3).
m<-=3,m>5.

Ats.: m e (—4;-3).

8. Raskite sveikaja a reikSme, su kuria lygties x? - 2a(x—1)—1=0 sprendiniy suma lygi ty
sprendiniy kvadraty sumai?
Sprendimas. X2 - 2a(x—1)-1=0. Lygtis x? — 2ax + 2a — 1 = 0 turi du sprendinius, kai
D=(2a)*-4-Qa-1)-4a> -8a+4=4(a—1)* > 0.
Kadangi x;-x, =2a—1, 0 x; +x, =2a, tai x12 +2Xx1 X, +x§ =44’ ir

x12+x§ :4a2—2x1-x2 =44%>-2-(2a-1).

Pagal salyga:
X +x, =x12+x§, tai 2a =4a* —4a+2; 4a®—6a+2=0 ir 2a*> -3a+1=0.
3£49-4-2 3+l 1 (netenkina salygos a € Z)
’ 2-2 4
1
Ats.: a=1.

9. I3spreskite lygtj a*(x+1)—2a(x+3)—3(x-3)=0.

Sprendimas. a’ (x+1)—2a(x+3)—-3(x-3)=0.

a’x+a*—2ax—6a-3x+9=0; (a2 —2az—3)x:—a2 +6a -9,

2
@+ 1D@-Hx=—(a—-3)% x=—43"
(a+1)(a-3)
Kai a#-1, a3, tai x=> "
a+l

Kai a =3, tai turime lygtji 0-x=0 ir x € R.
Kai a =-1, tai lygtis 0-x =—16 ir sprendiniy néra.
—a

Ats.: Kai a#-1, a#3, tai x= 3

1 ; kai a=3,x € R; kai a=-1, lygtis sprendiniy neturi.
a+



1 2a+6
+— = :
a2+x) x“-2x x —4x

10. ISspreskite lygti

Sprendimas.

! ! __2a+6 -ax(x2—4), az0, x=20, x#=£2;

+ T2
a(x+2) x(x=2) x(x"-4)
x(x=2)+a(x+2)=aa+6); x*+a(x—2)x—4a—2a*>=0; x? —2x + ax + 2a — 6a —

2a* = 0.
D=(a-2)*—-4-1-(-2a(a+2)=a*>—4a+4+8a%*+16a =9a* + 12a + 4

= (3a + 2)%;
2-at+3a+2) 2-a-3a-2) 2—-a+3a+2 4+2a
X[y = , Xy, =————=-2a , X, = = =a+2.
’ 2 2 2
Atsizvelgus ] reikalavimus x # 0 ir x # +2 turime:
—2a+#0, a#0; 2a#-2, a#l; —2a#2, g#-1.
a+2#0, a#-2, a+2#-2, a+—4; a+2#2, q#0.

Kai a =4, turime lygtj x> —6x+8-(—2)=0 ir x> —6x-16=0
6+36+64 6+10 [—2 (netinka),

X =
12 2 2 8.
Kai a =-2, turime lygtj x* —4x=0, x, =0 (netinka), x, = 4.

+9— + 1,
Kai a =1, turime lygtj x* —3x+2=0, X12:3_ 9-8 _3xl_ :
’ 2 2 2 (netinka).
x + —2 (netink
Kai a =1, turime lygtj x> —x—6=0, Xia =13—\/;+24 _ 1;5 ={3 (netinka),

Kai a =0, tai lygtis sprendiniy neturi.
Ats.:Kata#—-4, a#-2, a#tl, a#0, taix; = —2a, x, =a+2.
Kai a=—-4, tai x=8; kai a=-2, tai x=4; kai a=-1, tai x=1; kai a =1, tai x=3.
Kai a =0, lygtis sprendiniy neturi.



ANTROSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Patikrinkite, kad intervale (2015;2035) trys skaiiai yra pirminiai, o lik¢ 16 sveikyjy skaiCiy jame yra
sudétiniai.

Sprendimas. Intervalo sveikieji skaiciai, kurie baigiasi skaitmeniu 0, 2, 4, 6, 8 arba 5, dalijasi i§ 2 arba
18 5, tad yra sudétiniai. Kiti, kuriy skaitmeny suma dalijasi i§ 3, patys dalijasi i$ 3 ir taip pat yra sudétiniai (tai
skaiciai 2019 ir 2031). Lieka skaic¢iai 2017, 2021, 2023, 2027, 2029, 2033. Jie nesidalija i§ 2, 3 ir 5. Kadangi
V2033 < 46, tai pakanka tikrinti jy dalumag i§ 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41 ir 43. Gauname, kad trys
skai¢iai 2017, 2027, 2029 is $iy pirminiy skai¢iy nesidalija, todél patys yra pirminiai. Tuo tarpu lik¢ skaiCiai
2021 =43-47, 2023 =7-289, 2033 = 19 - 107 yra sudétiniai.

Duota, kad kazkurie du i§ skai¢iy a; = 211999 — 1, q, = 211213 — 1 g, = 211213 + 1, g, = 4211213 — 1,
as = 2162 + 2111210 q. =216 4+ 1 g, = 280 + 1 yra pirminiai. Likusiems penkiems skai¢iams nustatykite
po tikrinj daliklj ir taip jrodykite, kad jie sudétiniai (dviejy pirminiy skaiciy nenagrinékite).

Sprendimas. Kadangi 11 099 = 11 -1 009, 80 = 16 - 5 (skaiCius 5 nelyginis), skaicius 11 213 nelyginis,
tai duotieji skaiiai turi atitinkamus tikrinius daliklius d; = 211 — 1 = 2 047 (taip pat dj = 21999 — 1),
d; =2+1=3,d, =2 + 1. Skai¢ius a, dalijasi i$§ d, = 42 — 1 = 41. Kadangi 2% ir 21 dalijasi i§ 5 su
liekana 1, tai 2111210 dalijasi i3 5 su lickana 1, 0 2162 = (24)*° . 4 — sy lickana 4. Pazyméje 2162 = 5k + 4 ir
2111210 = 5] + 1, gauname, kad ag = (5k + 4) + (51 + 1) = 5(k + [ + 1) turi tikrinj daliklj dg = 5.

Pastaba. Tarkime, kad skai€ius n yra nattiralusis, o skai¢ius p = 2™ + 1 pirminis. Jei n turi nelyginj daliklj
d > 1, tai p turi tikrinj daliklj Zg + 1 bei yra sudétinis (pvz., n = 80, p = a,). Taigi n nesidalija i§ jokio
nelyginio pirminio skai¢iaus ir yra dvejeto laipsnis: 2°, 21, 22, .... Skai&iai F, = 22 41, kurk=0,1,2, ..,
vadinami Ferma skaifiais (pranciizy matematikas Pierre de Fermat, 1601-1665). Ne visi Ferma skaiciai
pirminiai: pavyzdziui, Fs = 232 + 1 dalijasi i§ 641. Taciau skai¢ius ag = F, yra pirminis, kaip ir Fy, Fy, F,, F5.
Tuo tarpu a, yra pirminis Merseno skaicius. Kad Sie gana dideli skaiciai pirminiai, yra patikrinta kompiuteriu.

Ats.: atitinkami dalikliai d; = 2 047 (arbadj = 219°° - 1), d3 =3, dy, =41, ds =5, d; =21°+ 1.

Skai¢iams a, = 2373913 — 10817, q, = 233913 + 10718, a; = 81815 4+ 25- 108" nustatykite po tikrinj
dalikl;j ir taip jrodykite, kad jie sudétiniai. Uzuomina. Vienam i§ skaiciy pritaikykite 4 pavyzdzio idéjas.

Sprendimas. Skaicius 3913 = 13- 301 = 13 - 7 - 43 turi daliklj 43, bendra su skai¢iumi 817 = 43 - 19.
Taigi skai¢ius a, turi tikrinj daliklj d; = 23737 — 10%°.

Skaiciai 232 ir 10 dalijasi i§ 3 su lickana 1, todél 10718 dalijasi i§ 3 su lickana 1, o (232)195¢.23 —su
lickana 2 (kaip skai¢ius 23). Pazyméje 233913 = 3k + 2 ir 10718 = 3] + 1, gauname, kad a, = 3k +2) +
+(31+ 1) = 3(k + L + 1) turi tikrinj daliklj d, = 3.

Kadangi a; = a? + b?, kur 2ab = 2 - 9815.5. 10497 = (3815. 1020%)2 taj galimas toks i§skaidymas:

as = (a + b)Z —2ab = (9815 +5. 10407 _ 3815 . 10204)(9815 +5. 10407 + 3815 . 10204—)‘
Cia pirmasis dauginamasis d; maZesnis uz antrajj, bet didesnis uz 1, nes d; > 9815 — 3815. 10204 > 9815 _
—3815. 27204 = 31630 _ 31427 Tajoj taj tikrinis as daliklis.
Ats.: atitinkami dalikliai d, = 237° — 10'°, d, = 3, d; = 9815 4+ 5.10%07 — 3815. 10204,

Nustatykite visas galimas pirmines |f(n)| reiksmes, kai skai¢ius n sveikasis ir f(n) =n3—n? —7n+3.
Uzuomina. Atspékite daugianario f(n) sveikajg Saknj.

Sprendimas. Pastebékime, kad ¢ = 3 yra f(n) Saknis, t. y. f(3) = 0. Taigi f(n) imanoma i$skaidyti taip:
fM)=n*(n—-3)+3n>-n? -7n+3=n’(n—-3)+2n* —-7n+3 =
=n’(n-3)+2n(n-3)+6n—-7"n+3=m*+2n)(n-3)—-n+3=n-3)n*+2n-1).
Jei skaicius n sveikasis, o skai¢ius |f(n)| pirminis, tain —3 = +1 arban? 4+ 2n—1 = +1. Tadan = 4,
2,—14+/3, 0 arba —2. Tinka |f(4)| = 23, |f(2)| = 7, |f(0)| = 3, |[f(=2)| = 5.
Ats.: 3,5,7,23.



Skaicius n sveikasis. Nustatykite visas galimas pirmines |f(n)| reik§mes ir visas atitinkamas n reik§mes, kai
a) f(n) = 100...0729, ¢ia tarp 1 ir 7 yra 6n — 3 nuliy, n > 1; b) f(n) = n* + n3 — 6.

Sprendimas. a) Skai¢ius |f(n)| = 10°™ + 729 = (102™)3 + 93 visada turi tikrinj daliklj d = 10%™ + 9,
todél néra pirminis jokiamn > 1.

b) Dviejy lyginiy arba nelyginiy skai¢iy suma n* + n3 visada lyginé. Todél skaicius |f(n)] taip pat visada
lyginis ir gali biiti pirminis, nebent jei f(n) = +2. Tadan* + n3 = 8 arba 4. Kadangi n* + n3 dalijasi i§ n3, tai
gali tikti tik n = +1 irn = +2. Tinka tik n = 2.

Ats.: a) tokiy | f (n)| reikSmiy néra; b) |f(n)| = 2, kain = —2.

Raskite natiiraliuosius k ir [, mazesnius uz 929, kuriems 350k dalijasi i$ (pirminio) skaiCiaus 929 su lickana 1,
0 350! — su liekana 79.

Sprendimas. Nagrinékime ciferblatg su 929 padalomis 0, 1, ..., 928 ir rodykle ties 0 bei rodyklés postikius
per 350 padaly pagal laikrodzio rodykle. IS eilés gauname lygybes: 1) 3 - 350 — 929 = 121;2)8 - 121 — 929 =
=39;3)24-39—-929=7;4)133-7 —929 = 2; 5) 465 -2 — 929 = 1. Jos parodo, kad rodyklé bus ties 1
po3-8-24-133-465 = 35622 720 posiikiy arbapo k = 35622 720 — 929 - 38 345 = 215 posukiy. Tada
rodyklé bus ties 79 po 79 - 215 = 16 985 arbapo [ = 16 985 — 929 - 18 = 263 posiikiy.

Ats.: k = 215,1 = 263.

Nagrinékime aritmeting progresija 1, 7, 13, ....
a) Jrodykite, kad joje yra be galo daug nariy, turin¢iy daugiau nei 6 teigiamus daliklius.
b) Nustatykite, kiek daugiausiai §ioje progresijoje yra i§ eilés einan¢iy nariy, kurie yra pirminiai skaiciai.

Sprendimas. a) Perrinkdami progresijos narius, randame narj 175 = 52 - 7, kuris turi 6 daliklius 1, 5, 7, 25,
35, 175. Prie jo vis pridédami 6, gauname be galo daug progresijos nariy 175+ 6 - 175k, kurk =1, 2, 3, ....
Jie dalijasi i§ 175, bet yra didesni uz 175, taigi turi tuos pacius Sesis skaiciaus 175 daliklius ir dar bent po vieng
teigiamg daliklj (patj skaic¢iy). Gavome be galo daug progresijos nariy, turin¢iy daugiau nei 6 teigiamus daliklius.

b) Penktasis progresijos narys 25 dalijasi i§ 5. Todél i§ 5 dalijasi kas penktas progresijos narys 25 + 6 - 5k,
kurk = 0,1, 2, .... Sie skaiiai didesni uz savo daliklj 5, todél yra sudétiniai. Tarp tokiy nariy progresijoje, kaip
ir pries pirmajj tokj narj 25, yra po 4 narius, todél joje negali buiti daugiau nei 4 i$ eilés einantys pirminiai nariai.
Kita vertus, tokius 4 narius galima rasti tarp nariy 55 ir 85: tai pirminiai skaiciai 61, 67, 73, 79.

Ats.: b) 4.

Nesinaudodami Dirichlé teorema apie aritmetines progresijas, jrodykite: aritmetinéje progresijoje 5, 11, 17, ...
yra be galo daug pirminiy skai¢iy.

Sprendimas. Mums pravers du pasteb¢jimai.

1) Naturalieji skaiciai dalijasi i$ 6 su lickana 0, 1, 2, 3, 4, 5 ir sudaro atitinkamas progresijas 6, 12, 18, ...;
1,7,13,..;2,8,14, ...; 3,9, 15, ...; 4,10, 16, ...; 5, 11, 17, .... Keturiose i§ jy (iSskyrus antrajg ir Sestaja) visi
skaiCiai dalijasi i§ 2 arba i§ 3 bei yra sudétiniai, i§skyrus skaiCius 2 ir 3. Taigi kiekvienas pirminis skaiCius arba
dalijasi i§ 6 su liekana 1 arba 5, arba yra lygus 2 arba 3.

2) Sudauging bet kiek nattiraliyjy skaiciy, besidalijanciy i§ 6 su lickana 1, gausime sandaugg, kuri dalijasi
i$ 6 su liekana 1. Taigi pirminiy skaiCiy i§ progresijos 1, 7, 13, ... sandauga niekada nesidalija i$ 6 su lickana 5.

Tarkime, kad progresijoje 5, 11, 17, ... téra k pirminiy skaiciy q, g5, ..., qx (baigtinis kiekis). Nagrinékime
ju sandauga Q = q1924s5 ... k. Skai¢ius 6Q — 1 nesidalija i$ g, (prieSingu atveju dalytysi 6Q — (6Q — 1) = 1).
Analogiskai 6Q — 1 nesidalija i8 q4, q3, ..., qx_1, taip pat i§ 2 ir 3. Kadangi 6Q — 1 = 6(Q — 1) + 5 nesidalija
i$ jokio pirminio skai¢iaus, kurio dalybos i$ 6 liekana yra 5, nei i§ 2 ar 3, tai Sis skaiCius pats néra pirminis ir yra
pirminiy skai¢iy i$ progresijos 1, 7, 13, ... sandauga. Tadiau tada $i sandauga 6(Q — 1) + 5 dalijasi i§ 6 su
liekana 1. Gavome prieStarg. Vadinasi, duotojoje progresijoje yra be galo daug pirminiy skaiciy.

5500. p2 (&ia skaidius p # 5 pirminis). Jrodykite, kad yra be galo daug p

reikSmiy, kurioms skaiciaus n visy teigiamy dalikliy suma dalijasi i§ 7, ir raskite 9-3j3 maZiausig tokig reikSme.

Natiiraliojo skaiciaus n SPD yra



Sprendimas. Skaiiaus n teigiami dalikliai yra skai¢iai 5% - p¥, kur x =0, 1, 2, ..., 500 ir y =0, 1, 2.
501_

Dalikliy, kuriems y = 0, suma so lygi 1 + 5 + 52 + -+ + 550 Cia 559 = sy — 1 + 5500 ir 5 = >

T Visyn

teigiamy dalikliy suma lygi s = sq + 51 + S; = 5o + pSg + %S = So - (1 +p + p?) = #- (1+p+p?).

Jei s dalijasi i§ pirminio skaiciaus 7, tai bent vienas i§ dauginamyjy 1 + p + p? ir s, dalijasi i§ 7 (Euklido
lema). Kadangi 5° dalijasi i§ 7 su lickana 1, tai 5°°1 = (5°)83 . 53 dalijasi i§ 7 su lickana 6 (kaip ir skai¢ius 53).
Todél 4s, = 5°°1 — 1 bei s, i§ 7 nesidalija, ir i§ 7 bitinai turi dalytis 1+p +p2. Jei p=7k+71r (r —
atitinkamos dalybos i 7 liekana), tai 1 + p + p?> =7 - ...+ 1 +r + r? (vietoj daugtaskio sveikasis skai¢ius).
Taigi i§ 7 turi dalytis 1 + r + r2. Patikring reikSmes = 0, 1, ..., 6, gauname, kad tinka visi pirminiai p # 5,
kurie dalijasi i§ 7 su lickana 2 arba 4. Progresijose 2, 9, 16, ... ir 4, 11, 18, ... yra po be galo daug pirminiy
skai¢iy (Dirichlé teorema), todél tinkamy p reikSmiy yra be galo daug — tai ir reikéjo jrodyti. RaSydami didéjimo
tvarka progresijy narius, nustatome devintajj tinkamg p. Galime praleisti lyginius (sudétinius) skaiius, prie
antrosios skai¢iy 7k + 2 ir 7k + 4 poros 9, 11 vis pridédami po 14, o ne po 7:

2,4,9,11, 23, 25, 37,39, 51, 53, 65, 67, 79, 81, 93, 95, 107, 109, ....
Ats.: p = 109.

10. Nataralusis skai¢ius m vadinamas tobulu, jei jo visy teigiamy dalikliy, i$skyrus patj m, suma s(m) lygi m.
Pavyzdziui, skai¢iusm = 28 = 1 + 2 + 4 4+ 7 + 14 yra tobulas. Nagrinékime skai¢ius n = 2¢ - p, kur skaicius
a natiralusis, o skaiCius p > 2 pirminis. Nustatykite ketvirtgj] maziausig tokj skai¢iy n, kuris yra tobulas.
Uzuomina. Uzrasykite n = 2% - p teigiamy dalikliy sumos s(n) + n formulg. Pritaikykite jg atveju, kai n tobulas.

Sprendimas. Jei sg =1+ 2+ 22 + -+ 2%, tai 25y = 5o — 1 + 29! ir 55 = 2%*1 — 1. Tada skai¢iaus
n = 2% . p visy teigiamy dalikliy suma s(n) + n lygi
1+24+22++2%+p+2p+2%p+ -+ 2% =50 + psg = (241 — 1)(1 + p).
Skaicius n yra tobulas tada ir tik tada, kai s(n) = n, taigi kai s(n) + n = 2n, arba
(2a+1 _ 1)(1 + p) — 2a+1p, 2a+1 —1+4 2a+1p —-p= 2a+1p’ p= 2a+1 —1.
Vadinasi, skai¢ius n = 2% - p yra tobulas tada ir tik tada, kai p = M, yra pirminis Merseno skai¢ius. Didéjant
skai¢iui a, didéja irn = 24 - (24*1 — 1). Sekos M,, M5, ... ketvirtasis pirminis narys yra M, = 27 — 1 = 127.
Taigi ieSkomas ketvirtasis maziausias tinkamas skaic¢ius lygus 26 - (27 — 1) = 8128.

Pastaba. Tobuli natiiralieji skaiciai domino dar senovés graikus (ir buvo jy praminti tobulais). Galima
jrodyti, kad kiekvienas lyginis tobulas skai¢ius turi miisy nustatytg pavidala 2% - M, ;, kur Merseno skai¢ius
p = M, pirminis. Iki §iol (2025 m. pradzioje) néra Zinoma, ar egzistuoja nors vienas nelyginis tobulas skaicius.

Ats.: n = 8128.



TRECIOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

. Raskite visas parametro a reikSmes, kurioms esant vienas kvadratinés lygties
(a—Dx* —4ax+4(a+1)=0, a =1,
sprendinys yra neigiamas, o kitas — didesnis uz 1.
Sprendimas. Kadangi
D=(4a)* —4-(a—1)-4(a+1)=16,

tai

2a%2

x= , az#l.

a—1

Vadinasi, x =2 arba x = 2Ua +11) .
a—

ISsprende nelygybe

a+1 0,

a-—1

gauname, kad a € (-1;1).
Ats.: a e (-1;1).

. Raskite maziausig kvadratinio trinario P(x)=x2+bx+c reikSme, jei kvadratinés lygties

x> +bx+c=0 sprendiniy skirtumas lygus 7.

Sprendimas. Tegu x; ir x,, x; >x,, yra kvadratinés lygties x> +bx+c=0 sprendiniai.
Tada
X +x,==b, xix,=c, x—xy,=7.
1

I3 ¢ia x1=%(7—b), x2=—%(7+b), C:Z(b2_49)'

Todél
P(x)=x%+bx+c=x +bx+%(b2 —49):(x2 +2%bx+%b2j—?=

2
(ool 2 s
2 4° 4

Vadinasi, min P(x) =-12,25 ir $ig reikSme P(x) igyja, kai x = —%b.
Ats.: —12,25.

. Nustatykite, kuriai parametro a reikSmei esant kvadratinio trinario
X +ax—1-a

Sakny (kvadratinés lygties x> +ax-1-a=0 sprendiniy) kvadraty suma yra pati maziausia.

Pastaba. Kai diskriminantas lygus nuliui, kvadratinis trinaris turi dvi lygias Saknis, o
kvadratiné lygtis — vieng sprendinj.

Sprendimas. Kvadratinio trinario x* +ax—1-a diskriminantas

D=d*>+4(1+a)=(a+2)*

yra teigiamas arba lygus nuliui skai¢ius esant bet kuriai parametro a reikSmei.

Pagal Vijeto teorema (jei x; ir x, yra kvadratinio trinario Saknys),

X +Xxy =—a ir x-x, =—(1+a).



O tada (skai¢iuodami Sakny kvadraty sumg) gausime, kad
xlz +x§ =(x +x2)2 =2x1xy = (—a)2 -2-(-(1+a))= a’+2+2a= (a-i—l)2 +1>1,

o lygybé gaunama tik kai a =—1.Vadinasi, kvadratinio trinario x> +ax—1-a Sakny kvadraty

sumos pati maziausia reikSmeé yra 1 ir ji jgyjama esant parametro a reik§mei a =—1.
Ats.: a=—1.

4. Raskite visas sveikgsias parametro m reikSmes, kurioms esant abu kvadratinés lygties
x> +5mx+84=0
sprendiniai yra sveikieji skaiciai.

Sprendimas. Tegu x; ir x, yra lygties sprendiniai.

Pagal Vijeto teorema, x; +x, =—5m ir x; -x, =84.

IeSkant parametro m sveikyjy reikSmiy, kurioms esant x; ir x, yra skirtingi sveikieji
skaiciai, pakanka skaiciy 84 iSskaidyti pirminiy daugikliy sandauga (84 =1- 22.3. 7) ir taikyti
perrankos metoda. Tik deréty turéti mintyje, kad abu sprendiniai (x; ir x, ) gali bati ir teigiami,
ir neigiami skaiciai, bet abu — to paties Zenklo. Aisku, pakanka iSnagrinéti tik vieng atvejj.

Jei x; =1, tai

X =84=x+x,=85=>5m=-85=>m=-17.

Jei x) =2, tai

N=42=>x+x,=4=>5m=-44=>me L.
Jei x; =3, tai
X, =28=5m=-31=>meZ.
Jei x; =4, tai
X, =21=>5m=-25=>m=-5.
Jei x; =6, tai
X =14= Sm=-20=>m=-4.
Jei x; =7, tai
X =12=55m=-19=>meZ

Prie gauty m reikSmiy —17, =5 ir —4 belieka prijungti teigiamas m reikSmes 4, 5, 17 ir
paraSyti galutinj atsakyma:

me{-17,-5-4;4;5;17}.
Ats.: me{-17;,-5;,-4;4;5;17}.

5. Raskite parametry p ir g reikSmiy poras (p; g), p+¢q =16, kurioms esant abu kvadratinés lygties
X2+ px+g=0
sprendiniai yra sveikieji skaiciai.
Sprendimas. Tegu sveikieji skaiiai x; ir x, yra lygties X+ px+q =0 sprendiniai. Pagal
Vijeto teorema,
X|+X,=—p It XX, =q.
Kadangi p+¢ =16, tai
XXy — (X +x5) =16.
IS ¢ia gauname:
(x5 —x7) = (x5 =1 =17,
X (x =D =(x - =17,
(xy =D(x =1 =17.



Kadangi x; —1 ir x, —1 yra sveikieji skaiciai, sprendiniams x; ir x, rasti pakanka iSspresti Sias
dvi lygciy sistemas:
x-1=1  [x-1=-],
ir

Gauname, kad x; =2, x, =18 arba x; =0, x, =—-16. Todé¢l
p=—(2+18)=-20, ¢g=2-18=36 arba p=—(0-16)=16, ¢=0-(-16)=0.
Taigi ieSkomos p ir g poros yra (=20; 36) ir (16;0).
Ats.: (-20;36), (16;0).

6. Raskite visas parametro a reikSmes, kurioms esant lygtys
2

X +y2=a ir x—y=a

turi tik vieng bendrg sprendinj (realiyjy skaiciy pora (x; y), kuri tenkina ir pirma, ir antrg lygtj).
Sprendimas. Aisku, kad turi buti a > 0. Nagrinékime abiejy lygciy sistema:

2

{xz +y2 =a, {xz +(x—a)2 =a, {2x2 —2ax+a’—a =0, X2 —ax+ a —d =0,
= = = 2
xX-y=a y=x-a y=x-a y=x-a.
IS pastarosios sistemos matyti, kad ji gali turéti vienintelj sprendinj tik kai kvadratinés lygties
2
xz—ax+a a4 =0, a=0,
2
2
. .. 2 a —da 2 ..
diskriminantas D=a" —4- 5 =—a” +2a lygus nuliui.

Taigi ieSkomos parametro a reikSmes yra lygties

—a*+2a=0
sprendiniai a =0 ir a =2.
Ats.: 0 ir 2.

7. Nustatykite, kokioms parametro a reikSméms esant nelygybés
(a—xz)(a+x—2) <0
sprendiniy néra nei intervale (—oo; —1), nei intervale (1; + o).

Sprendimas. Nagrinétini du atvejai:
2 2
1 a—x">0, i 2) a—x"<0,
a+x-2<0 a+x-2>0.
Abiem atvejais reikia turéti mintyje, kad x e[-1;1].
Pirmu atveju:

2 2
a—x">0, N a>x" 20, —qe(0:1).
a+x-2<0 a<2-x<l1

Antru atveju:

a-x* <0, a<x*<l,
= = .
a+x—-2>0 a>2-x<1

Taigi ieSkomos parametro reikSmés sudaro intervalg (0; 1).
Ats.: ae(0;1).

8. Nustatykite, kokioms parametro a reikSméms esant nelygybés
ax2+(a—1)x+a—1<0, a+0, (1)
sprendiniy aibé yra intervalas (—oo; + ).



Sprendimas. Tegu A yra ieSkomy parametro a reikSmiy aibe.

Aisku, kad a =1 nepriklauso aibei 4, nes nelygybé x? <0 sprendiniy neturi.
Jei a #1, tai (1) nelygybé ekvivalenti nelygybei

(a—l)( a -x2+x+1j<0, a#0. )

a —
Atveju a >1 turéty buti

x> +x+1<0, 3)
a-—1

bet x =0néra (3) nelygybés sprendinys, tod¢l darome iSvada, kad didesnés uz 1 parametro a
reik§més taip pat nepriklauso aibei 4.
Jei ae(0;1), tai a—-1<0; todel i§ (2) iSplaukia, kad turi galioti nelygybé

le2 +x+1>0; bet x=-1 néra jos sprendinys. Vadinasi, intervalui (0; 1) priklausancios a
a f—
reikSmés nepriklauso aibei 4.

Jei a <0, taiir a—1<0; todel i§ (2) nelygybeés gauname ekvivalencia nelygybe

¥ +x+1>0.

a—1
O kad sios nelygybés sprendiniy aibé bty intervalas (—oo; + o) kvadratinio trinario

2

x“+x+1
a—1
diskriminantas D turéty buti neigiamas. Spresdami nelygybe D <0, gauname:
D=1-4.-% = Satl <O:3a+1<0:>a<—l.
a-1 1l-a 3

. Nustatykite, kokioms parametro a reikSmeéms esant nelygybe y > x* +a turi vienintelj sprendinj
(x; ), jei ny2 +a.

Sprendimas. Nesunku suprasti, kad nelygybiy sistemoje

{y2x2+a, )

X2 y2 +a
sukeitus x ir y vietomis gaunama tokia pat sistema

{x2y2+a,

y2x2+a.

O tai reiSkia, kad jei skaiCiy x, ir y, pora (xy; y,) yra (1) sistemos sprendinys, tai pora (y; Xq)
taip pat yra jos sprendinys.

Pagal salyga, kiekviena parametro a reikSmé turi buti tokia, kad sprendinys (x,; y,) biity
vienintelis. Vadinasi, turi galioti lygybé y, = x,.

Irase y =x 1(1) sistema, gauname (2) nelygybe x> x* +a. I§ da gauname:

1)? 1 2
xz—x+aS0:>(x—E] +a—ZSO:> (x——j <—-—a.



10.

1

Pastaroji nelygybé turi vienintelj sprendinj x = 5 kai a = S Taigi a = — yra vienintelé parametro

4
C . 1 1), ..
a reik§me, kuriai esant nelygybé y > x* +a turi vienintelj sprendinj (pora (E, Ej ), jei x> y2 +a.

Ats.: l
4

Raskite parametry m ir n reikSmes, kurioms esant x=2 ir x=3 yra lygties
2x° +mx? —13x+n=0 sprendiniai. Taip pat raskite trecig Sios lygties sprendinj.
Sprendimas. TraS¢ x =2, gauname lygti (parametry m ir n atzvilgiu) 4m+n =10, o jras¢
x=3 —lygti 9m+n=-15.
Lygc¢iy sistema
dm+n=10,
Om+n=-15
turi tik vieng sprendinj (m; n): m =-5, n=30.
Vadinasi, tik lygtis
2x% ~5x* ~13x+30=0
turi sprendinius x =2 ir x =3.
Trecig sprendinj galima rasti iSskiriant daugianaryje
2x° —5x% ~13x+30
daugiklius x—2 ir x —3. Darykime taip:
2x° —5x% —13x+30 = (2x° —4x?) = (x* = 2x) = (15x=30) = 2x* (x = 2) — x(x = 2) = 15(x = 2) =

= (x=2)(2x* —x—15) = (x =2)((2x* = 6x) + (5x —15)) = (x = 2)(2x(x —3) + 5(x - 3)) =
=(x—-2)(x—=3)(2x+5).
I§ Sio skaidinio lengva matyti, kad trecias lygties
2x° =5x* —13x+30=0
sprendinys yra x =-2,5.
Ats.: m=-5, n=30, x=-2,5.



KETVIRTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. LygiaSonio trikampio ABC AB = AC = 18, BC = 12, atkarpos BD ir CE yra trikampio ABC
aukstinés. Raskite atkarpos DE ilgj.

Sprendimas. Sakykime, kad lygiaSonio trikampio ABC Soniné krsaStinés AB = AC =

18, pagrindas BC = 12, atkarpos BD ir CE yra trikampio aukstinés (1 pav.). IS trikampiy BEC ir

CDB lygumo iSplaukia, kad BE = CD, taigi ir AE = AD, tod¢l trikampis ADE yra lygiaSonis ir

panasus ] duotajj trikampj. IS panasumo gauname, kad % = %, taigi ED = Aigc.

kad AE = x, tuomet EB = 18 — x. Taikydami Pitagoro teorema trikampiams AEC ir CBE
gauname, kad CE? = AC? — AE? = BC? — BE?, todél 182 — x% = 122 — (18 — x)2. I§ $ios

Sakykime,

lygties randame x = AE = 14, taigi ED = % = 23—8.
Atsakymas: 23—8.
4 4
E
E D
B v C
B C D
1 pav. 2 pav.

2. Trikampio kraStiniy ilgiai AB = 6, AC =8, BC = 7, jo pusiaukampinés AD ir BE susikerta
taske M. Raskite atkarpy AM ir M D ilgius.

Sprendimas. Pagal trikampio pusiaukampinés savybe BD : DC = AB : AC = 6: 8 = 3 : 4,
taigi BD = %BC = 3. Kadangi atkarpa BM yra trikampio ABD pusiaukampine, tai AM : MD =
BA:BD =6:3=2:1, tod¢l AM = %AD, MD = éAD. Pagal Stiuvarto formule (arba pagal

pusiaukampinés ilgio formule¢) gauname, kad
1 1
AD? =ﬁ(AB2-CD+AC2-BC—BC-BD-DC) =7(62-4+82-3—7-3-4) = 36.

Taigi AD = 6, todél AM =56 =4, MD =>-6 = 2.

[SSR T

Atsakymas: 4 ir 2.

3. Trikampio ABC krastinés AB ilgis lygus 2, pusiaukrastinés BD ilgis lygus 1, kampo BDA
didumas lygus 30°. Raskite trikampio ABC plota.

. . . . . . BD _  AB
Sprendimas. Trikampiui ABD (3 pav.) taitkome sinusy teoremg ir gauname S A S

todél sinzA4 = BDsin30° = 1—% =
AB 2
AB? = AD? + BD? —2-AD - BD - cos £BDA, todél 22 = AD?+ 1?>—2A4D -1 ? Taigi

1 v . v . .. .
" IS kosinusy teoremos tam paciam trikampiui turime, kad

gavome kvadrating lygtj AD? —+/3AD — 3 = 0, kurios teigiamasis sprendinys AD = %(\E +
\/15). Taigi trikampio ABD plotas Syapp = %AB “AD -sinzA = % 2 %(\/g +v15) 'i =



%(\E ++/15). Kadangi pusiaukrastin¢ dalija trikampio plota pusiau, tai ieSkomasis trikampio
plotas S = 2Sa45p = i(\/? + V15).

Atsakymas: i(\/g ++/15).

AN

D Ct 7 B
3 pav. 4 pav.

. | statyjj trikampj jbréztas apskritimas lieCia vieng statinj tasSke, kuris dalija tg statinj j atkarpas,
kuriy ilgiai lygis 6 ir 10. Raskite trikampio ABC plota.

Sprendimas. Sakykime, kad j statyjj trikampj ABC, 2C = 90° jbréztas apskritimas lie¢ia
statinj CB taske D, statinj CA - taske E, o jzambing¢ — taske F (4 pav.). Kadangi CD = CE =p —
AB, BD = BF =p — AC, o AC < AB, tai CD < BD. Tod¢l CD = CE =6, BD = BF = 10.
Zymédami AE = AF = x, i§ Pitagoro teoremos gauname lygtj 162 + (x + 6)% = (x + 10)2.
Sios lygties sprendinys x = 24, tuomet AC = 24 + 6 = 30, taigi ieSkomasis plotas S = %AC :

BC =§-16-30 = 240.
Atsakymas: 240.

. Staciojo trikampio statiniy ilgiai lygts 5 ir 12. Raskite atstuma tarp j trikampj jbrézto ir apie
trikampj apibrézto apskritimy centry.

Sprendimas. Nagrinékime statyjj trikampj ABC, Kurio statiniai BC = 12, AC = 5, tuomet
jo izambiné AB = 13. Sakykime, kad taskas O yra | statyjj trikampj ABC
jbrézto apskritimo centras, tas apskritimas jzambine AB lieCia taSke
D, statinius AC ir BC — atitinkamai taskuose F ir G, o taskas E yra apibrézto
apie trikampj apskritimo centras — jzambinés vidurys (5 pav.). Kadangi
AD = AF =p—BC = %(5 + 12 + 13) — 12 = 3, o keturkampis CGOF
yra kvadratas, tai jbrézto j trikampij apskritimo spindulys lygus atkarpos
CF ilgiui, t.y. OD = CF = 2. Kadangi AE = >AB = =, tai ED = AE — AD = Z. Pagal Pitagoro

teorema staciajame trikampyje ODE turime, kad ieSkomasis atstumas OF = VOD? + ED? =
V65

5

5 pav.

Atsakymas: ?.
. Trikampio ABC krastiniy ilgiai AB =7,AC =9, BC = 12. Apskritimas liecia trikampio
krasting BC taske D, krastinés AB tesinj — taske E, o krastinés AC tesinj — taske F. Raskite
atkarpy EF ir ED ilgius.

Sprendimas. Kaip jau jrodyta, atkarpy AE ir AF ilgiai lygis trikampio ABC pusperimetriui,
taigi AE = AF = %(7 + 9 + 12) = 14. Lygiasonio trikampio AEF pagrindg EF galima rasti



pagal kosinusy teoremg: EF? = AE? + AF? — 2AE - AF - cos £A = 2AE?(1 — cos 2A).
AB2+AC?-B ?
24B-AC

Kampo A kosinusa rasime, trikampiui ABC pritaike kosinusy teorema: cos £A =

2 2_142
P L todel EF2=2-147(141), EF =14 [2 =25
279 9 9 9 3
Kadangi BD = BE = AE —AB =7, o <EBD =180°— 4B, tai
2 2_ 2
cos .EBD = —cos 2B = —22XBAC 2 Taikydami
2-AB-BC 3

lygiaSoniam trikampiui EBD kosinusy teoremg, gauname ED? =

BD2+BE2—2-BD-BE-COSAEBD=2-72(1+§), ED=7\/Z—O.

Atsakymas: EF =2 p = 7 \E

. [ trikampj ABC, kurio krastiniy ilgiai AB = 10,AC = 12, BC = 6, jbréztas apskritimas. To

apskritimo liestiné kerta krasting AB taSke K, o krasting AC — taske L. Raskite trikampio AKL
perimetra.

Sprendimas. Sakykime, kad jbréztas | trikampj ABC apskritimas kraSting AB lieCia taske
D, krasting AC — taske E, o nubréztoji apskritimo liestiné jj lieCia taske F. (7 pav.). Kaip buvo
jrodyta, atkarpy AD ir AE ilgiai lygiis trikampio AK L pusperimetriui, taigi uzdavinio sprendimas
susiveda j $iy atkarpy ilgiy radimg. Pagal jbréztinio apskritimo savybes AD = AE = p — BC, ¢ia
p= %(AB + AC + BC) = 14 — trikampio ABC pusperimetris. Taigi AD = AE = 14— 6 =8,
tod¢l ieSkomasis perimetras lygus 16.

Atsakymas: 16.

C

7 pav.

. Trikampis ABC lygiaSonis (AB = BC), atkarpos AA’ ir BB’ jo pusiaukampinés. Raskite
trikampio kampus, jei AB’ = BA'.

BAr BC—BA/

Sprendimas. 18 trikampio pusiaukampiniy savybiy iSplaukia, kad 5 ac (8 pav.).
Kadangi BC = AB,o lygiaSonio trikampio virSinés kampo B
pusiaukampiné yra ir jo pusiauktasting, tai BA' = AB' = %AC , todeél si ’

. . 1 AC _AB 1 . AC . %
lygybé virsta tokia S a7 Zymédami x = 5 gauname lygti
%x = %— %, i§ kurios seka kvadratiné lygtis x> + x — 2 = 0. Sios lygties 4 — —C
teigiamasis sprendinys yra x = 1, taigi % = 1, todé¢l AC = AB = BC, 8 pav.

trikampis ABC lygiakrastis, jo kampai lygiis 60°.
Atsakymas: 60°,60°,60°.



9.

10.

Apie trikampj ABC apibrézto apskritimo liestinés taSkuose B ir C susikerta taske E, tiesés BC ir
AE kertasi taSke D. Raskite atkarpy BD ir CD ilgius, jei AB = 16, AC = 12, BC = 15.

Sprendimas. Pagal 4 pavyzdzio rezultata gauname, kad ties¢je AE yra 4

trikampio ABC simediana (9 pav.), todél BD : DC = AB? : AC? = 162 : ‘b
2 —16: : —¥pc=%.15-_28 —2pc=% c

122 =16:9. Todé] BD = 22Bc = 2215 =% pc=2pc =2 B

Atsakymas: BD = ﬂ, pc == E
5 5 9 pav.
Trikampio ABC krastiniy ilgiai AB = 6, AC = 8, BC = 7. Vienas apskritimas eina per taskus
A ir B ir taske A lie€ia ties¢ AC, kitas apskritimas eina per taskus A ir C ir taske A lieCia ties¢
AB. Ty apskritimy bendra styga kerta krasting BC taske D. Raskite santykj BD : DC.

Sprendimas. Sakykime, kad pirmasis apskritimas y ir antrasis
apskritimas w susikerta takuose 4 ir M (10 pav.). Kadangi ties¢ AC yra
apskritimo y liesting, tai pagal kampy tarp liestinés ir stygos savybeg
£ABM = £CAM. Analogiskai, ties¢ AB yra apskritimo w liesting, todel
LACM = £MAB. 1§ 5 pavyzdzio seka, kad atkarpa AD, esanti ties¢je
AM, yra trikampio ABC simediana. Todé¢l BD : DC = AB? : AC? =
62:82=9:16.

Atsakymas: 9 : 16.



PENKTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

. Nubrézkite funkcijos y =2 |x+3|—-|2—-x]|, xeR, grafika.
Sprendimas. Kadangi
x+3,jeix+3>0; x+3,jeix >-3;
|x+3]= . = .
{—x—3,Je1x+3<0 {—x—3,]61x<—3,
|2_x|:{2—x,jei2—x20;:{2—x,jeixﬁ2;
x—2,je12-x<0 x—2,je1x>2,
tai
2(—x—-3)—(2—x), jeix<-3;
2| x+3|-|2-xF12(x+3)-(2—x),jei-3<x<2;=
2(x+3)—(x—-2),jeix>2
-x -8, jeix <-3;
=43x+4,jei-3<x<2;

x+8, jeix > 2.

Vadinasi, funkcijos \M L,
y=2|x+3|-|2-x|, xeR, . '5'3% 0
grafikas yra lauzte, kurig sudaro tiesés y =3x+4 atkarpa \/
AB ir spinduliai AM bei BN, esantys atitinkamai tiesése 4 -5
y=-x-8ir y=x+8 (Zr. 1 pav.). 1 pav.
ISspreskite lygti
2| x+3|-|2—-x|=a; (1)

¢ia a yra bet koks realusis skaicius.

Sprendimas. Jau zinome (1§ pirmo uzdavinio), kad funkcijos y=2|x+3|-|2-x]|,
x € (—o0; +00), grafikas yra 1 paveiksle pavaizduota lauzté. Sj paveiksla papildykime tiesémis y = a,
x € (—00; +0); aeR (zr. 2 pav.).

. . S Y
Aisku, kad (1) lygties sprendiniy aib¢ sudaro 15 $--------- N —4 a>10
lauztés Py
y=2|x+3|-|2-x|, x €(—00; +0), 10 4--

irtiesés y =a, x € (—0; +©); a € R, susikirtimo tagky

abscisés.
TaSkas A(-3;-5) yra tiesiy y=-x-8 ir \
y=3x+4 susikirtimo taskas, o B(2; 10) yra tiesiy M

ST e
I
8
|
D
IA
N
IA
=
[e)

. X
A 3]
y=3x+4 ir y=x+8 susikirtimo taskas. Todél :I
gauname tris atvejus: . ' V] y=a,a<-5
1) Jei a < -5, tai ties€ y =a neturi bendry tasky
su lauzte y=2|x+3|—|2—x]|. Tai reiskia, kad (1) 2 pav.

lygtis sprendiniy neturi.
2) Jei a €[-5;10], taitiesé y=a sulauzte y =2 |x+3|—|2— x| susikerta dviejuose taskuose,

kuriy abscisés randamos i§ lygéiy —x—8=a ir 3x+4 =a. I$sprend¢ jas, gauname x =—a—8 ir
1 P . . . . 1

X = g(a —4). Taigi aveju a €[-5;10] (1) lygtis turi du sprendinius: x=—a—8 ir x = g(a -4).
3) Jei a >10, taiis lygéiy —x—8=a ir x+8=a gauname dar du (1) lygties sprendinius:

x=—a-8 ir x=a-8.

Ats.: 1) D, jet a<-5; 2) —a—8 ir E(a—4), jei ae[-5;10];3) —a—8 ir a—38, jei a >10.



3. Raskite nelygybés 2| x+3|—|2—x|>a, a € R, sprendiniy aibg.
Sprendimas. Kadangi lygties
2|x+3|-|2-x]=a,aeR, N
sprendiniy aib¢ jau zinome (Zr. 2 uzd.), tai i§ karto pereikime prie (2) nelygybés sprendiniy aibés
sudarymo. Remdamiesi 2 paveikslu, gauname tris atvejus:
1) x € (—o0; + ), jei a<—5;

2) xe(—o; —a—8) arba xe(%(a—4);+oo],jei a [-5;10];
3) xe(—o;—a—8) arba xe(a—S8;+x),jei a>10.
Ats.: 1) (—o0; +0), jei a<-=5; 2) (—oo;—a—8)u(%(a—4);+oo],jei a €[-5;10];

3) (—wo;—a—-8uU(a—8;+x),jei a>10.

4. Nubrezkite funkcijos y=[x—1|—|x—-2|+|x-3]|, x e R, grafika.
Sprendimas. Sugreting iSraiSkas
{x—l,jeile; {x—2,jeix22; , {x—3,jeix23;
| x—1]= . |x-2]= . ir [x=-3|= .
l-x, jetx <1, 2—x,jeix<2, 3—x,jeix<3,
gauname, kad:
1)jei xe(—o;1), tai y=(1-x)—(2-x)+B—-x)=2-x;
2)jei xe[l;2), tai y=(x-1)-2-x)+B—-x)=x;
3)jei x€[2;3), tai y=(x—1)—(x-2)+3—x)=4—x;
4)jel xe[3;+o), tai y=(x—-1)—-(x—2)+(x-3)=x-2.
Geometrinis Sios funkcijos vaizdas (grafikas) yra 3 paveiksle pavaizduota lauzté. Tasky 4,
B ir C koordinatés yra atitinkamai (1; 1), (2; 2) ir (3; 1).

5. Raskite visas parametro a, a € R, reikSmes, kurioms esant lygtis
|[x—=1|—-|x=2]|+|x-3|=a 3)
turi keturis sprendinius.
Sprendimas. Nesunku suprasti, kad visi (3) lygties
sprendiniai yra 3 paveiksle pavaizduotos lauztés ir \

tiesés y=a, xe(—oo;+o), susikirtimo tasky abscisés. B / —aae(l:2
Akivaizdu, kad keturis susikirtimo taSkus gausime tik kai 2 \—}i_ 7{\%‘/ y=aacl:2)
ae(L;2). 1 7 %C: ]Zl
Raskime (nors uzdavinio salygoje nereikalaujama!) ot >X
. . . o ) o 123
Siy keturiy taSky (4 paveiksle jie pazyméti 7}, 7,, I3 ir
4 pav

T} ) abscises, taigi (3) lygties sprendinius.

Taske T, ties¢ y =a, a €(l;2), susikertasutiese y =2—x (Zr. 4 uzd. spr.), taSke 7, —su tiese
y=x, taSke T3—su tiese y=4—x, otaske 7,—sutiese y =x—2. ISsprende lygtis
2—x=a, x=a, 4—x=a ir x—2=a,



gauname visus keturis (3) lygties sprendinius: x=2—-a, x=a, x=4—-a ir x=2+a.
Ats.: ae(1;2).

6. Raskite nelygybés |x—1|-|x-2|+|x-3|<a,aeR, @)
sprendiniy aibg.
Sprendimas. Remiantis 5 uzdavinio sprendimo rezul-

tatais galima padaryti iSvada, kad atveju ae(l;2) (4) a y=a, a>2
nelygybés sprendiniy aibé yra intervaly NF ZI3 = y fz 12
(2-a;a) ir (4-a;2+a) T },/TQC':/T“ )%}:_la’ae(’ )
sgjunga (2—a;a)V(4—a;2+a). 0 '1 53 i X
Papilde 4 paveikslg tiesémis y=a, a<l; y=2 1ir 5 y=a, a<l
pav

y=a, a>2 (zr. 5 pav.), gauname, kad (4) nelygybés

sprendiniy aibé yra:
1) 9,jei a<l; 2) (0;2)U(2;4), jei a=2; 3) (2—a;2+a), jei a>2.
Ats.: D, jei ae(—o;1]; (2—a;a)U(4—a;2+a), jei ae(1;2]; (2—a;2+a), jei ae(2;+x).

7. Raskite funkcijy y=al|x| ir y=[x—2]| grafiky bendry tasky skaiciaus priklausomyb¢ nuo
parametro a, a € R, reikSmes.
Sprendimas. Pagal modulio apibrézima,
x—2,jeix22;
y=lx=-2|= .
2—x,jeix<2.
Funkcijos y =/ x —2| grafikas yra 6 paveiksle pavaizduota lauzté.

6 pav. 7 pav.

Jei a <0, tai y=a|x|<0, todél atveju a <0 abiejy funkcijy grafikai bendry tasky neturi.
Jeia=0, tai y=a|x|=0. Ties¢ y=0, x € (—0; +0), sulauzte y=x—2|, xe(—o0;+00),

turi vieng bendra taska (2; 0).
Atveju a > 0 y

ax, jei x > 0; M, a>1
y=alxpy L
—ax, Je1 x <. ) M 2 0<a<1
Funkcijos y=a|x|, a >0, grafiko eskizas pavaizduotas

7 paveiksle. 0 5
Nesunku jsitikinti, kad lauztes y = x| ir y=x—2|
. . . 8 pav.
susikerta viename taske.
Tuo tarpu atveju a >0, a #1, lauztes y=a|x| ir y=|x—2| susikerta dviejuose taSkuose
(Zr. 8 pav.).
Ats.: 1)0,jei a<0; 2) 1,jeia=0arba a=1; 3)2,jei ae(0;1)U(l;+x).
8. Nustatykite, ar funkcija y=|x+10|+|x—10|, x € R, yra lyginé.
Sprendimas. Zinome, kad turi galioti dvi salygos:
1) jei x yra funkcijos apibrézimo aibés taskas, tai ir —x yra Sios aibés taskas;
2) f(—x)= f(x) kiekviename funkcijos apibrézimo aibés taske.
Pirma saglyga yra akivaizdi. Patikrinkime antrg. Kadangi
f(x)=|x+10]+|x—10]|, tai f(—x)=[(-x)+10]+]|(-x)—10].



Remdamiesi skai¢iaus modulio apibrézimu, gauname, kad
|(=x)+10 = —x+10|= (-1)-(x—=10) |=| —1|-| x =10 |=| x—10 |
ir
|(-x)—10|= —x—-10 = (-1)-(x+10) |=| -1]- | x+10 |=| x +10|.
Todél f(—x)=|x—10|+|x+10]= f(x). Belieka padaryti i$vada, kad funkcija
y=x+10|+|x-10|, xe R, yralygineé.

9. Ispreskite lygtiy sistema {lx +1y-5]

y=5+|x-1].
Sprendimas.
| x=1[+]y=5F=1L_ JIx=1+[G+|[x=1)=5=1,_ [[x=1[+[x-1[=1,
= =
y=5+]|x—1] y=5+|x-1]| y=5+|x—-1|
| x—1[+]x-1|=1 |x_1|=l’ x—l:il, x:larbai,
N 2 N 2 N 2 2
y=5+|x—-1] _5+l 1 1
y > y > y 5

. . - oy 1 11). 11
Gauname du lygciy sistemos sprendinius — realiyjy skai¢iy poras (5, —j ir (i —j

2 2’2
Ats.: l,ﬂ , i,ﬂ .
2’2 2’2

10. I8spreskite lygtj 3Wx=3+|x-7]=6. (5)
Sprendimas. Pagal kvadratinés Saknies apibrézimg gauname, kad x >3, o pagal modulio
apibrézima

x=T7,jeix>T7;
|x=T= .
T—x,je1x<7
Vadinasi, intervale [3; 7) reikia ieskoti lygties

3WVx-3+(7-x)=6, (6)
o intervale [7;+ o) — lygties
3Vx=-3+(x-7)=6 (7)

sprendiniy.
Spresdami (6) lygtj, gauname:
2
3/x-3 =x—1:(3\/x—3) =(x-1)?=9(x-3)=x>-2x+1= x> ~11x+28=0=
= x=4arbax=7.

SkaiCius 4 priklauso intervalui [3; 7), o 7 — nepriklauso. Bet x =7 tenkina (7) lygtj, todél
irgi yra (5) lygties sprendinys.
Belieka rasti (7) lygties sprendinius intervale [7;+0). Sutrauke panaSiuosius narius,

gauname ekvivalencia lygtj
3Vx-=3=13-x.

Atidziai jsiziur¢jg, galétume suprasti, kad Sios lygties net nereikia spresti, nes esant

salygai x > 7 gautume, kad
3Wx=3>6 ir 13—-x<6.
Vadinasi, (7) lygtis neturi né¢ vieno sprendinio intervale (7;+ ).

Ats.: 4; 7.



SESTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Dézeéje yra 24 kg viniy. Kaip turint svirtines svarstykles be svareliy ir rodykliy atmatuoti lygiai
9 kilogramus viniy?

Sprendimas. Padalinsime 24 kg viniy ] dvi lygias dalis po 12 kg viniy kiekvienoje dalyje.
Atidésime vieng puse¢ 1 Song, o kitus 12 kg viniy vél padalinsime i dvi lygias dalis po 6 kg viniy
kiekvienoje dalyje. Vieng 6 kg dalj atidésime ] Song, o kitg 6 kg svorio dalj padalinsime j 2 lygias
dalis po 3 kg viniy kiekvienoje dalyje. Taip padarg i$ viso turésime 4 kriiveles viniy, sverianciy
12, 6, 3 ir 3 kilogramus. Supyl¢ antrgja ir trecigja kriiveles i vieng ir gausime 9 kg svorio viniy
krivele.

2. 4 vienodos konservy dézutés ir 3 vienodi kepaliukai duonos sveria 5 kilogramus, o tos pacios 4
vienodos konservy dézutés ir 2 vienodi kepaliukai duonos sveria 4 kilogramus. Kiek sveria 1
kepaliukas duonos ir kiek sveria 1 konservy dézute?

Sprendimas. Jeigu 1 konservy dézutés svorj pazymésime K, o 1 kepaliuko duonos svorj
pazymeésime D, tai 1S to, kas pasakyta salygoje, turésime 4K + 3D =5 ir 4K + 2D = 4. Atimdami
antraja lygybe i§ pirmosios gausime D = 1, o tai reiSkia, kad vienas kepaliukas duonos sveria
1 kg. Taciau jeigu vienas kepaliukas duonos sveria 1 kilograma, tai tada i§ pirmosios lygybés
turésime, kad 4 konservy dézutés sveria 5 — 3 = 2 kilogramus, arba kad viena konservy dézuté
sveria 2 : 4 =’ kilogramo.

Ats.: konservy dézuté sveria Y4, o kepaliukas duonos — 1 kg.

3. Antanukui padovanojo svarstykles, ir jis nedelsdamas pradéjo svérinéti savo zaisliukus. Jo
masing¢le atsvéré kamuoliukas ir 2 kubeliai, o masin¢élg su kubeliu — 2 kamuoliukai. Kiek kubeliy
atsverty 1 masinéle? Visi Antanuko kamuoliukai ir visi Antanuko kubeliai yra vienodi.

Sprendimas. Jeigu Antanuko masinéle pazymétume M, kamuoliukg — Ka, o kubel; Ku, tai
po Antanuko svérimy turétume svoriy lygybes M = Ka + 2Ku ir M + Ku = 2Ka. Jras¢ pirmaja
lygybe | antrgja gausime Ka + 3 Ku = 2 Ka. Nuskaite 1§ abiejy pusiy po 1 Ka gautume
3 Ku=Ka, o tada i§ lygybés M = Ka + 2Ku gauname M = 3 Ku + 2 Ku = 5 Ku. Tai reiskia, jog 5
kubeliai atsveria 1 masinéle.

Ats.: vieng masingle atsveria 5 kubeliai.

4. Turime 11 arbuzy ir dar svarstykles, su kuriomis vienu svérimu galime nustatyti bet kuriy
pasirinkty trijy arbiizy bendrg mase. Kaip SeSiais svérimais galima biity nustatyti bendrg visy
vienuolikos arbiizy masg¢?

Sprendimas. Pazymékime ty 11 arbiizy svorj sveikaisiais skaiciais nuo 1 iki 11. Pirmuoju
svérimu pasverkime pirmuosius tris arbiizus 1, 2 ir 3, antruoju — sekancius tris arbiizus 4, 5 ir 6,
o treciuoju — dar kitus gretimus tris arba 7, 8 ir 9 arbiizus. Tegul jy bendrieji svoriai yra A, B ir
C atitinkamai. Mums lieka dar trys svérimai.

Ketvirtuoju svérimu pasverkime 1, 10 ir 11 arbiizus, penktuoju 2, 10 ir 11, o SeStuoju — 3,
10 ir 11 arbiizus. Tegul jy bendrieji svoriai yra D, E ir F. Sudéj¢ juos gauname, kad trigubas 10
bei trigubas 11 arbiizy svoris plius 1, 2 ir 3 arbiizy svoris A yra lygus arbiizy D, E ir F svoriy
sumai. Vadinasi, tre¢dalis arbiizy svoriy D, E ir F sumos (D + E + F)/3 yra lygus 10 ir 11 arbiizy
bei tre¢dalio pirmyjy trijy arbiizy (arba A/3) svoriy sumai. Tod¢l visi 11 arbiizy kartu sveria

2A/3+B+C+(D+E+F)/3.



4. PasiSauké pamoté Peleng ir taré jai: ,,] du musy kibirus telpa 5 ir 9 litrai vandens. Paémusi juos
atnesk i§ upés lygiai 3 litrus vandens.* Lentele pateikite Pelenés uzduoties atlikimo buda.

Sprendimas.

5 litrai 9 litrai

0 9

S| B S i Al A S| W
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6. Ar galima 50 litry benzino iSpilstyti per tris bakus taip, kad pirmame bake biity 10 litry daugiau
benzino negu antrame bake, o perpylus 26 litrus benzino i§ pirmojo bako j treciajj, treCiajame
bake bty tiek pat benzino, kiek jo yra antrajame bake? Atsakyma paaiskinkite.

Sprendimas. Deja, to padaryti nejmanoma, nes jeigu tai biity galima, tai i§ pirmojo bako
perpylus i trecigji 26 litrus, treCiame inde biity bent 26 litrai, o kadangi tada ir antrajame inde
benzino biity bent 26 litrai, tai per visus tris indus benzino susirinkty bent 52 litrai, o tai jau yra
daugiau negu 50 litry, esanciy pagal salyga visuose 3 induose.

Ats.: to padaryti negalima.

7. Dvylikos litry talpos indas yra sklidinai pripiltas pieno. Kaip biity galima §j pieng padalinti po
lygiai dviem pirkéjams, naudojantis dviem tus¢iomis talpomis, viena i§ kuriy yra 8, o kita 3 litry
talpos? Sprendima pateikite lentele.

Sprendimas.
12 litry talpa 8 litry talpa 3 litry talpa
12 0 0
9 0 3
9 3 0
6 3 3
6 6 0




8. Yratrys indai, kuriy talpa yra 8 litrai, 5 litrai ir 3 litrai. 8 litry indas yra sklidinai pripiltas vandens.
Kaip perpilti vandenj ] du i$ trijy turimy indy, kad kiekviename i§ jy biity po 4 litrus vandens?
Sprendimg pateikite lentele.

Sprendimas.
8 litry indas | 5litryindas | 3 litry indas
8 0 0
3 5 0
3 2 3
6 2 0
6 0 2
1 5 2
1 4 3
4 4 0

9. Kaip turint dvi pilnas 10-ties litry talpas su pienu, atmatuoti po 2 litrus pieno j dvi tuscias talpas,
1§ kuriy viena yra 4, o kita 5 litry talpos? Sprendimg pateikite lentele.

Sprendimas. Nurodysime vieng galimg sprendimo buda.

4 litry talpos indas 5 litry talpos indas 10 litry talpos indas 10 litry talpos indas
0 0 10 10
0 5 5 10
4 1 5 10
0 1 9 10
1 0 9 10
1 5 4 10
4 2 4 10
0 2 8 10
4 2 8 6
2 2 10 6




10. Turime 79 vienodas monetas, i$§ kuriy viena yra netikra ir lengvesné uz kitas. Kaip turint svirtines
svarstykles be svareliy ir padarius daugiy daugiausiai 4 svérimus surasti tg netikrag monetg?

Sprendimas. Padaliname tas monetas ] tris grupes po 27 monetas pirmosiose dviejose ir 25
monetas trec¢iojoje grupéje ir pirmuoju svérimu svirtinémis svarstyklémis palyginame pirmyjy
dviejy grupiy svorj. Jeigu svarstyklés rodo pusiausvyrg, tai netikra moneta yra treciojoje 25
monety grupéje. O jeigu svarstyklés pusiausvyros nerodo, tai netikra moneta yra ten, kur
svarstykliy leékstuté yra iSkilusi aukStyn. Taigi turime atvejj su 27 monetomis, 1§ kuriy  yra
netikra. Sis atvejis yra i§ esmés mums paZjstamas, nes toliau mes dalinsime tas 27 monetas j tris
trejetus po 9 monetas ir désime ant skirtingy svirtiniy svarstykliy 1ékstuciy po devynias monetas
ir taip nustatysime, kuriame gi devynete yra netikra moneta. Toliau ta devyneta, kuriame yra
netikra moneta, dalinsime ] tris trejetus po tris monetas ir treCiuoju svérimu nustatysime, kuriame
gi trejete yra ta netikra moneta. Po to to trejeto pirma ir antrg monetg vél désime ant skirtingy
svirtiniy svarstykliy 1€ksStuciy ir taip ketvirtuoju svérimu reikalus baigsime ir taip tg netikrg
monetg surasime. Liko iSnagrinéti atveji, kai netikra moneta yra treciojoje 25 monety grupéje.
Jeigu taip nutinka, tai antram svérimui jas bet kaip daliname ] tris grupes — pirmosiose dviejose
po 9, o treciojoje — 7 monetos ir pirmasias dvi grupes dedame ant skirtingy svirtiniy svarstykliy
1ekstuciy. Jei svarstyklés pusiausvyroje, tai netikra moneta yra treciojoje grupéje tarp 7 monety,
0 jeigu pusiausvyros néra, tai netikra moneta yra vienoje 9 monety grupg¢je ir tokj atveji mes
tesiame toliau dalindami trejetais. Liko iSnagrinéti 7 monety atvejj. Tada mes daliname  dvi
grupes po 3 ir dar vieng grupe po 1 monetg ir ant skirtingy svarstykliy lekStuc¢iy dedame abi
grupes po 3 monetas. Jeigu yra pusiausvyra, tai netikra yra 7-ta moneta ir pastebime, kad mes
sutaupéme vieng sverima, nes mums tokiu atveju pakanka trijy svérimy. Jeigu pusiausvyros néra,
tai netikra moneta atsiduria tarp 3 lengvesniy monety ir tada ketvirtuoju svérimu ant 1¢kStuciy
palyginus bet kurias dvi i§ jy reikalai pasibaigia.



SEPTINTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Raskite aritmetinés progresijos a;, a,, as, ... pirmyjy devyniolikos nariy suma, jeigu
a4 +a8 +a12 +a16 =224.

Sprendimas. Kadangi
al +6119 = a4 +a16 = ag +a12,

tai (a4 +a16)+(a8 +a12)=224 = a1+a19 :%224:112

Todél

519=%-112-19:1064.

Ats.: 1064.

2. Raskite aritmeting progresija (a,,)— jos pirma narj a; ir skirtuma d, jei galioja Sios dvi salygos:
a+ay+as=-12 ir a;-ay-as =280.
Sprendimas. Kadangi
ay+as =a;+(a;+4d) =2(a; +2d) =2as,

tai atay+as=—12 = 3ay=-12= a3 =-4.

Todél
a+ay+as =-12, a; +as =8, as =—a; -8, as =—a; =38,
| Td3Tds N 1 T4s N 5 1 N 52 1 N
al'a3'a5:80 al-a5=—20 al(a1+8)=20 a +8a1:20

as =—a —8’ as =—a —8, a5 =—q —8,

= = = =
(a1+4)2:36 a1+4:i6 a1:—4i6

= a; :_10, ds =2 arba a; :2, as =-10.

Kadangi a5 = a; +4d, tai pirmu atveju gauname d =3, o antru— d = -3.
Ats.: ay=-10, d =3 arba a; =2, d =-3.

3. Aritmetinés progresijos (a,) pirmyjy m nariy suma S, yra lygi jos pirmyjy & nariy sumai Sy, k # m.
Irodykite, kad §iuo atveju
Sr =0.
Irodymas. Tegu m > k. Tada
S, =(a+a,+..+a)+(a+...+a,) =S, +(a +...+a,).
Pagal salyga, S,, =S, todél

Ay ta

g +...+a,=0= L.(m-k)=0 =>a;,,+a, =0 (nesm—k#0).

Remdamiesi aritmetinés progresijos apibrézimu tada gauname, kad
ak +am+1 :ak_l +am+2 =...=a1 +am+k =0.

Vadinasi,

a;+a
Stk = 1Tm+k-(m+k)=0.



4. Raskite aritmeting progresija (a,, ), kurios pirmyjy » nariy suma S, apskai¢iuojama pagal formule

S, =24n* +17n. (1)
Sprendimas. Remdamiesi (1) formule gauname, kad
ay =8 =24+17=41,
a, =8, -85 :(24-22 +17-2)-41=96+34-41=89;
todél d =a, —a; =89—-41=48.
Vadinasi, ieSkomos aritmetinés progresijos pirmas narys yra a; =41, o skirtumas d =48; todel
bendrasis narys yra
a,=41+48(n—-1)=48n-17.
Na, o skai¢iuodami pirmyjy » nariy sumg S, gautume, kad
q+a, 41+(48n—-17) = 48n+34
2 2
Ats.: (a,), a, =48n-"7.

S, = n=24n+17)n="24n* +17n.

5. Trodykite, kad seka (a,,) yra aritmetiné progresija, jeigu jos pirmuyjy » nariy sumos S, formulé yra
S, = An® + Bn; (1)
¢ia A ir B yra bet kurie realieji skaiCiai, 4 # 0.
Irodymas. AiSku, kad sekos (a,,) pirmas narys yra
a =8 =A4A+8B,
0 antras narys yra
a,=8,-8,=(44+2B)—(A+B)=34+8B.
Todel
a,—a; =3A+B)—(A+B)=2A4.
Belieka jsitikinti, kad toks pat skirtumas yra ir tarp bet kuriy kity sekos (a,) gretimy nariy.
Skai¢iuodami gauname (kai n>2):
A1 =y = (S =8,) = (S, =S8,-1) = 8,11 =25, + S, =
= (A(n+1)* + B(n+1)) = 2(A4n* + Bn) + (A(n—1)*> + B(n—-1)) =
=A((n+1)? =212 +(n-1D)>)+B(n+1-2n+n-1)=
= A(n* +2n+1-2n> +n* —2n+1)=24.
Matome, kad seka (a, ), tenkinanti (1) salyga, nusakoma formule
a,, =a,+d, d=24;
todél yra aritmetiné progresija.

6. Nustatykite, ar yra tokia aritmetiné progresija (a,,) , kad pirmuyjy » nariy sumai rasti tikty formulé
S, =n*+2n-38,
jei n — bet kuris natiiralusis skaicius.
Sprendimas. Aisku, kad
a =8 =-5,
a,=8,-8=0-(-5)=5.



Todél ieSkomos progresijos (a,) skirtumas turéty biiti d = a, —a; =10, o bendrasis narys
a,=a;+(n-1)d =-5+(n-1)-10=10n-15.
Taikydami sumos formulg
a+a
Sn -4 > n .
gautume, kad S, = (5n—10)n = 5n* —10n.

n’

Si rezultatg sugreting su formule S, = n +2n-38, gautume, kad

(5n% =10n)—(n®> +2n—8) =4n> —12n+8 # 0.
Vadinasi, uzdavinio saglyga tenkinancios aritmetinés progresijos néra.
Ats.: Néra.

. Trijy skaiciy, sudaranciy geometring progresija, suma lygi 3, o jy kvadraty suma 21. Raskite Sig
progresija.

Sprendimas. Tegu by, b, ir by yraieSkomi skaiciai. Pagal salyga,
b+by+by=3 ir bf +b5 +b7 =21.
Kadangi b, = bq ir by = bg?, tai
bi+by+by=b(1+q+q")

1r
bE+b3 +b7 =bl(1+q” +4*) =b}(1+24° + 4 - ") =L (1 +47)* - ¢7) =
=b(1+q" —q)(1+q° +q)=(b(1+q+q")-b(1-q+q") =3h(1-q+q") =
=3b((1+q+4°)—2q) =3b(1+q+q°) —6bg =9—6hg.

Todél spresdami lygciy

b(+q+¢*)=3 ir 9—6hg=21
sistemg gauname:

- 2 2 I
5 b [ — blz__ 1 4

q 1 ) ) q
—g(l+q+q2)=3 2(+q+¢>)=3q |2¢*+5¢+2=0 |gq= 4‘

1
= g=-2, by=1 arba q:—z, b =4.
Vadinasi, yra dvi geometrinés progresijos, kurios atitinka uzdavinio salyga:

1) 1, =2; 4 ir 2) 4; -2; 1.
Ats.: 1; =2; 4 arba 4; -2; 1.

Skaiciy 180 i$skaidykite j keturis démenis taip, kad jie sudaryty geometring progresija, kurios trecias
narys 36 vienetais didesnis uz pirma narij.
Sprendimas. Tegu by, by, b;y, b, yraieSkomi démenys ir 0 < b <b, <by <b,. Kadangi
by = b +36 > by, tai progresijos vardiklis ¢ turéty biiti didesnis uz 1. Be to,
by +by+by+by =b +biq+ (b +36)+ (b +36)g =2b +2b,q +36q +36 =2b,(q +1)+36(q +1).
Todél spresdami lygciy
b +by+by+by, =180 ir by =b +36



sistemg gauname:

(g+1)+18(g+1)=90,

26 (q+1)+36(q+1)=180, (B (q+1)+18(q+1)=90, :

b =b +36 = 2_1y=36 =14 =
= + — =

d 1 bl(q ) bl(q2—1)=36
2 =2 arba ¢ =3,

+q+1=35, 24 (g2 1) =5(g-1), #-s5q+6=0, |17

= Jq-1 = 5 = 5 = b = 36 =

bi(g? ~1)=36 b(g”~1)=36 hig*-D=36 1= 27

= qg=2, by=12 arba ¢ =3, b =4,5.

Taigi 180=12+24+48+96 arba 180=4,5+13,5+40,5+121,5.
Ats.: 12+24+48+96 arba 4,5+13,5+40,5+121,5.

9. Raskite aritmetinés progresijos (a,,) pirma narj q, ir skirtuma d, jeigu S}o =300, o jos nariai a;, a, ir

as sudaro geometring progresija.

Sprendimas. 1§ salygos S;, =300 gauname:

‘“%-10:300 = a+a =60 = 2a,+9d =60. 1)
Pagal salyga, a;, a, ir a5 sudaro geometring progresija. Todél a; # 0 ir
a_zza_5:>a1+d:a1+4d :1+i:1+ 3d :i: 3d . 2
a a, a ay+d a ay+d a a+d
Jei d =0, tai (1) = aq; =30.
Jeld;’fo, tai (2):L= 3 :>a1+d=3al :>d:2a1.
a; a1+d

Siuo atveju i§ (1) gauname, kad a; =3 ir d = 6.
Ats.: a; =30, d =0 arba a; =3, d =6.

10. Geometring progresija (b,) sudaro lyginis nariy skai¢ius. Raskite Sios progresijos vardiklj ¢, jei suma S,

yra tris kartus didesné uz nelyginése pozicijose esan¢iy nariy by, by, bs, ..., b, | suma.

Sprendimas. 1§ salygos i$plaukia, kad b, #0 ir g #1.

Pagal salyga,
S, =3(by+by+bs+...+b, 1), n=2m. (1)

AiSku, kad seka by, b3, bs, ..., b, ; yra geometriné progresija, kurios pirmas narys yra b;, o

vardiklis ¢*. Vadinasi,

_h@)" =) _ b -

+by+bs+...+b,
bl 3 5 n—1 6]2—1 q2—1

2)

2m
Kadangi §, :b](q—ll)’ tai i§ (1) ir (2) gauname:

@ =D _y @D L,
q-1 q> -1 g+1
Ats.: g =2.



ASTUNTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Trikampio 4BC kratiniy ilgiai 4B =4, BC =5, AC =6, atkarpa 4D yra pusiaukamping, atkarpa BE
yra pusiaukrastiné. Raskite j kokio ilgio atkarpas krasting 4B dalija per atkarpy 4D ir BE
sankirtos taskg ir vir§ling C nubrézta tiese.

Sprendimas. Sakykime, kad atkarpos AD ir BE susikerta taske F, o ties¢ CF kerta krasting

AB taske M (1 pav.). Pagal trikampio pusiaukampinés savybe % = % = % = % Pagal Cevos
teorema EM. 48D, Kadangi taskas E yra krastinés AC vidurio taskas, tai 45— 1, todeél
MA EC DB EC

=2 =22 =2 I Sia idplaukia, kad BM = ZBA =2, o MA=-BA =

12
MA ¢D 3 )

5

8. 12
Atsakymas: Sir—.

. Atkarpa, jungianti trikampio ABC virSiing A su tokiu krasStinés BC taSku A, kad lauztés ABA,
ilgis yra lygus trikampio perimetro pusei, vadinama trikampio perimetrise. [rodykite, kad
trikampio perimetrisés susikerta viename taske (Nagelio taskas, Christian Heinrich von Nagel,

1803 — 1882, vokieciy matematikas).

Sprendimas. Sakykime, kad taskai A, Bi, C; yra tokie, kad atkarpos AA;, BB; ir CC; yra

trikampio ABC perimetrisés (2 pav.). Kadangi lauztés ABA; ilgis lygus trikampio pusperimetriui
p=%(a+b+c), tai BA;=p—AB =p—c, o CA =p—AC=p—b.Tuomet%=%.
R -
CB, p—a ACq p—b . ACy BA, C(CB; p—b p-a p-—

oy . c . . .
Analogiskai — = —, — =-—. Kadangi —'—:—=—+"—-—=1, tai tiesés
B{A p—c° (4B p—a CiB A.C B4 p—a p—c p-b

AA4, BB, ir CC; susikerta viename taske.

A

D

1 pav. 2 pav.

Trikampio ABC krastinése AB ir AC atitinkamai pazyméti tokie taskai M ir N, kad tiesés MN ir
BC yra lygiagrecios. Tiesés BN ir CM kertasi taSke D, tiesés AD ir BC kertasi taske E. Raskite
santyki BE : EC.

Sprendimas. Kadangi atkarpos BN,CM ir AE kertasi viename taske D, tai pagal Cevos
BE CN AM

teorema teisinga lygybeé o va B 1 (3 pav.). Kadangi ties¢és MN ir BC yra lygiagrecios, tai

. AM _ AN CN AM . . BE
pagal Talio teoremg — = —. Tuomet — - — = 1, taigi — = 1.
MB  NC NA MB EC

Atsakymas: 1.



A
N E
M ’ 2N F
C B ¥ C
B E D
3 pav. 4 pav.

Taskas D yra trikampio ABC krastinéje BC, atkarpa DE yra trikampio ADC pusiaukampinbe,
krastin¢je AB yra toks taSkas F, kad atkarpos DF ir DE yra statmenos. Jrodykite, kad atkarpos
AD, BE ir CF susikerta viename taske.

Sprendimas. Kadangi atkarpa DE yra trikampio ADC pusiaukampiné, tai pagal

pusiaukampinés savybe % = %. Kadangi greturiniy kampy pusiaukampinés yra statmenos, tai

atkarpa DF yra trikampio ABD pusiaukampiné (4 pav.), tod¢l % = %. Atsizvelge ] Sias lygybes,

gauname, kad AR BDVLE_ 4D 3D DC 1, todél pagal Cevos teorema atkarpos AD, BE ir CF
FB DC EA BD DC AD

susikerta viename taske.

Trikampio ABC krastinése BC ir AB yra tokie taskai D ir E, kad BD : DC =5:3, AE : EB =
3 : 2. Atkarpos AD ir CE susikerta taske F. Raskite santykius CF : FE ir AF : FD.

Sprendimas. Nagrinékime trikampj BEC ir tris tiesés taskus A, F, D , 1§ kuriy du taskai F ir

D yra $io trikampio krastinése, o taskas A — krastinés EB tesinyje (5 pav.). Siam trikampiui ir
EA BD 3 BD_ 5, .CF 35

y . . CF . EA
taSkams taikome Menelajo teoremg: — - — - — = 1. Kadangi — = -, =-tal—-=---=1,
FE AB DC AB 5’ pc 3 T FE 5 3

o . CF e . . . T
i§ Cia — = 1. Analogiskai taikome Menelajo teoremas trikampiui ABD ir tiesés taSkams

C,F,E: 2-2- 2 =1 Kadangi DC:CB=3:8, BE:EA=2:3, tai 7->-==1, todél

5 pav. 6 pav.
Trikampio ABC krastiniy ilgiai AB = 10, AC = 12, BC = 15. Raskite, kokiu santykiu trikampio
pusiaukrastiné CD dalija jo pusiaukamping BE.

Sprendimas. Sakykime, kad trikampio ABC pusiaukraStiné CD ir jo pusiaukampiné BE
susikerta taske F (6 pav.). Trikampiui AEB ir tiesés taSkams C, F, D taikome Menelajo teorema:



BF EC AD . . . . EC c_15 _ 3 ., EC _3

——-— = 1. Pagal trikampio pusiaukampinés savybe —=—=—=- tod¢l — =-.

FE CA DB EA BA 10 2 CA s
. . e o . . AD . .BF 3 BF _ 5
Kadangi CD — pusiaukrasting, tai — = 1. Taigi—---1=1,0 —=-.
DB FE 5 FE 3

Atsakymas: BF : FE =5 : 3.

Trikampis ABC yra jvairiakrastis, kampo A prickampio pusiaukampiné ties¢ BC kerta taske D,
kampo B priekampio pusiaukampiné kerta ties¢ AC taSke E, o kampo C priekampio
pusiaukamping ties¢ AB kerta taSke F. [rodykite, kad taskai D, E ir F yra vienoje tieséje.

Sprendimas. Kadangi AD, BE ir CF yra trikampio priekampiy pusiaukampinés (7 pav.), tai
AF _AC BD _AB CE_BC Lo AF BD CE_ AC AB BC_ 4

BF BC' CD AC’ AE  AB' FB DC EA BC AC AB ’
teoremg taskai D, E ir F yra vienoje tieséje.

P
v
D 5 C B D C
7 pav. 8 pav.

taigi pagal Menelajo

Trikampyje ABC teisinga lygybé AB : AC = 20 : 11, atkarpa AD yra jo pusiaukamping, taSkas
M yra jos vidurys. Kokiu santykiu ties¢ BM dalija trikampio krasting AC?

Sprendimas. Sakykime, kad tiesés AC ir BM kertasi taske P (8 pav.). Pagal trikampio

pusiaukampinés savybg BD : DC = AB : AC = 20 : 11, todél BD : BC = 20 : 31. Trikampiui
AP CB DM

ADC ir tiesés taSkams B, M, P taikome Menelajo teorema: ¢ 50 A 1. [JraS¢ santykiy
oy CB 31 DM AP 31 PN . . AP _ 20
reikSmes — = —, — = 1, gauname, kad —-—- 1 = 1, taigi ieSkomasis santykis — = —.
BD 20’ MA PC 20 PC 31

20
Atsakymas: o

TaSkas M yra staciojo lygiasonio trikampio ABC statinio BC vidurys, i$ staciojo kampo virstinés
C nubréZztas statmuo pusiaukrastinei AM kerta jZambing AB taske P. Raskite trikampio statinio
AC ilgj, jei PB = /2.

Sprendimas. Sakykime, kad atkarpos AM ir CP kertasi taSke D (9 pav.). IS staciyjy trikampiy
ADC ir MDC turime, kad AD = CD ctg £CAD, MD = CD tg £MCD. Kadangi CD = %CB =

AD _ CDctg ZCAD _ ctg .CAD
— = g =7 = (ctg £CAD)? =
DM~ CDtg ZMCD _ tg ZCAD

%AC, o £CAD = 2MCD = 90° — LACD, tai

AC?

(ctg £CAM )? = vl 4. Trikampiui ABM ir tiesés taskams C,D,P taikome Menelajo
AD MC BP I . AD MC _ 1 1 BP

teoremg: — :— - — = 1. JraS¢ zinomus santykius — = 4, — = -, gauname, kad 4 - --— =
DM CB PA DM B 2 2 PA

1, todel g = % I§ ¢ia PA = 2BP = 22, todél AB = AP + PB = 3v/2, o tai reiskia, kad

. . .. AB?
trikampio statinis AC = /T = 3.

Atsakymas: 3.



P

C A7 B B i C

9 pav. 10 pav.

10. Trikampio ABC pusiaukrastinéje AM yra toks taskas K, kad CK = AB, tiesés CK ir AB susikerta
taske L. Jrodykite, kad trikampis AKL yra lygiaSonis.

Sprendimas. Trikampiui LBC ir tiesés taskams 4, K, M (10 pav.) taitkome Menelajo teorema:
—-—-— = 1. Kadangi CK = AB, o BM = MC, tai i$ Sios lygybés iSplaukia, kad % = 1.
Taigi LA = KL, kg ir reikéjo jrodyti.



BAIGIAMOSIOS UZDUOTIES ATSAKYMAI
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