74-0ji Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada

Salies etapo uzduotys ir sprendimai

2026 m. balandzio 3 d., Kaunas

9-10 klasés

1. Lentoje uzrasyti tokie trys skirtingi teigiami realieji skaiciai x, y, z, kad skaiciai
xy, yz, zx ir ™+ y" + 2" yra racionalieji. Nustatykite, ar butinai visi trys skaiciai z, y, z
yra racionalieji, kai a) n =4; b) n = 3.

Sprendimas. a) Kai n = 4, tai skaiciai z, y, z gali buti iracionalieji. Pavyzdziui, x = V2,
y=2v2, 2 =3V2: tada xy =4, yz =12, 2z =6 ir 2" +y"* + 2" = 392.

b) Dvieju racionaliyju skai¢iy suma, sandauga ir santykis (kai néra dalijama i$ 0) taip pat
yra racionalieji skaiciai. Kai n = 3, tai iS eilés gauname, kad Sie skaiciai yra racionalieji:

x x
— = (zz) : (y2), vt ==y, analogigkai °, 2%,
Y Y
v+ 2 = (@D Fay -y +ozx - 2P (¢ia 2% +9% +2° > 0),
r=a(®+ P+ 2% (2 P+ 2P, analogiskai y, z.
Vadinasi, visi skaiciai x, y ir z garantuotai yra racionalieji.

Pastaba. Analogiskai galima jrodyti, kad skaiciai x, y, z neprivalo buti racionalieji, kai

naturalusis skaic¢ius n lyginis, ir privalo, kai naturalusis skai¢ius n nelyginis.

Ats.: a) nebutinai; b) butinai.

2. Trikampio ABC krastingje BC' pazymétas toks taskas D, kad AB = AD (¢ia D # B).
Atkarpa AD yra trikampio ABC pusiaukampiné. Ji yra tokioje ilgesnéje atkarpoje AE, kad
LABD + ZABE = 180°. Irodykite, kad AB-CFE = AE - BD.

Sprendimas. Pagal AB = AD trikampis ABD lygiasonis, ir ZABD = ZADB. Trikampiai
ABE ir ADC lygus pagal krastine ir du kampus: AB = AD (duota), ZBAE = ZDAC
(pusiaukampine AD) ir ZABE = 180° — ZABD = 180° — ZADB = ZADC (7r. pav.).

A




Taigi AE = AC, o trikampis ACFE lygiasonis. Jo kampas CAFE pries pagrinda lygus
lygiasonio trikampio ADB kampui DAB pries pagrinda. Todél ir Siy trikampiy kampai prie
CE

pagrindo lygus, o patys trikampiai yra panasieji. Vadinasi, 3z = % ir AB-CE = AE-BD.

Kitas sprendimas. Pagal AB = AD trikampis ABD lygiasonis, ir ZABD = ZADB. Taigi
/CBE = /DBE = ZABE — ZABD = (180° — ZABD) — ZABD =

= 180° — LABD — LZADB = Z/BAD = ZCAE.

Kadangi ZCBE = ZC'AFE, tai keturkampis ABEC' jbréztinis. Tada AAEC ~ ANABD pagal
LAEC = LABC = ZABD ir ZEAC = ZBAD (pusiaukampiné AD). Vadinasi, $£ = 28
ir AB-CE =AFE - BD.

3. Lentoje uzrasytas skaicius 1. Pasirinke naturalyjj skaiciy n, zaidéjai A ir B zaidzia tokj
zaidimg. Jie pakaitomis atlieka éjimus: A atlieka savo pirmaji éjima, tada B — savo pirmajj
éjima, ir t. t. Savo k-tojo éjimo metu (k =1, 2, 3, ...) zaidéjas turi pasirinkti skaiciy b — bet
kurj iS skaiciy 1, 2, 3, ..., 2k, nutrinti tuo metu lentoje uzrasyta skaiciy a ir vietoj jo uzrasyti
sumg a + b. Kaskart zaidéjui B atlikus savo k-taji éjima, kai k = 10, 11, 12, ..., zaidéjas A
nusprendzia, ar sustabdyti zaidima. Zaidéjas A turi sustabdyti zaidima ne véliau nei po
zaidéjo B Ssimtojo éjimo. Jei sustabdzius zaidimag skaicius, uzraSytas lentoje, yra sveikojo
skaic¢iaus n-tasis laipsnis, tai laimi B. PrieSingu atveju laimi A. Nustatykite, kuris zaidéjas
turi pergalés strategija, kai a) n =2; b) n = 3.

Sprendimas. a) Kain = 2, pergalés strategija turi B. Zaidéjui A pakeitus skai¢iy a skai¢iumi
a+0b, kur b yra skaicius nuo 1 iki 2k (k-tasis éjimas), zaidéjas B gali kaskart pasirinkti skaiciy
¢ = (2k + 1) — b, taip pat nuo 1 iki 2k, ir uzrasyti lentoje skaiciu a + b+ ¢ = a + (2k + 1).
Remiantis formule 2k + 1 = (k + 1)* — k?, Zaidéjas B savo m-tuoju éjimu uzraso skaiciy

1+ (22 =1+ (32 -2 +...+ ((m+ 1) —=m?) = (m+1)%
Taigi, kad ir kada A sustabdys zaidima, lentoje bus sveikojo skaic¢iaus kvadratas, ir B laimeés.

b) Kai n = 3, pergalés strategija turi A. Pirmuoju éjimu A gali uzrasyti skai¢iy 1 + 1.
Zaidéjui B pakeitus skai¢iy a skai¢iumi a + b, kur b yra skaicius nuo 1 iki 2k (k-tasis éjimas),
zaidéjas A gali kaskart pasirinkti skai¢iy ¢ = (2k + 1) — b (svarbu, kad ¢ € [1;2(k + 1)]) bei
uzrasyti a+b+c = a+ (2k+1). Analogiskai kaip a) dalyje yra jrodoma, kad A savo m-tuoju
éjimu uzraso skaiciy 1 + m?2. Tada kiekvienam Zaidéjui atlikus savo deSimtajj éjima, lentoje
bus skai¢ius # = 1+ 102 + b, kur b yra skai¢ius nuo 1 iki 20. Taigi x € [102;121]. Siame
intervale néra né vieno sveikojo skaic¢iaus kubo. Tokiu metu sustabdes zaidima, A laimi.

Pastabos. Formules a) (m + 1) b) 1+ m? galima jrodyti ir matematine indukcija.

Intervale [102;121] néra n-tuju sveikojo skaiciaus laipsniu, kai n = 3, 4, 5, .... Todél A
turi pergalés strategija visiems tokiems n.

Ats.: a) zaidéjas B; b) zaidéjas A.



4. Sveikieji (nebutinai skirtingi) skaiciai a, b, ¢, d nelygus 0. Jiems teisingos lygybes
(a+b)(c+d) =17+ 2ad = 9 + 2be.
a) Nustatykite bent vieng galimg reiskinio a® + b? + ¢® + d? reiksme.
b) Nustatykite visas galimas reiskinio a? + b? + ¢ + d? reikSmes.
Sprendimas. 18 karto spreskime b) dalj.
Pertvarkykime lygybes (a 4+ b)(c + d) = 17+ 2ad ir (a + b)(c+ d) = 9 + 2be:
ac — ad + bc+ bd = 17, ac+ ad — bc+ bd = 9.
Gautyjy lygybiy suma ir skirtumag padalykime is 2:
ac+ bd = 13, bc — ad = 4.
Sias lygybes pakelkime kvadratu ir sudékime, suprastindami misrigsias sandaugas 2ac - bd
ir 2bc - ad:
a’c? + Vd® + b*c? + a*d® = 13 4 4% = 185,
(a® +b*)(c* + d*) = 185.
Taigi a?+b% > 12+1% ir 2+ d? > 12+ 12 turi buti skai¢iaus 185 = 5- 37 teigiami dalikliai,
kuriy sandauga lygi 185. Teéra dvi galimybés: (a® + b%,¢* + d*) = (5,37) arba (37,5). Bet
kuriuo atveju a® + 0% + 2 + d? = 5 + 37 = 42.

Skaiciai 5 ir 37 uzrasomi dviejy sveikyjy skaic¢iy kvadraty suma tik taip: 5 =144 =4+1,
37 =1+ 36 = 36 + 1. Atsizvelgus | tai bei turimas lygybes skaic¢iams a, b, ¢, d, galima
pastebéti tinkamus ketvertus (a, b, ¢, d) = (1,6,1,2) ir (2,1,6,1) (taip pat tinka sie ketvertai,
padauginti i§ —1). Taigi reiksmé a4+ 0%+ c? +d? = 12 + 62 + 12 4 2% = 42 isties yra galima.

Pastaba. Skaiciai ac + bd = 13 ir bc — ad = 4 tarpusavyje pirminiai, todél DBD (a,b) = 1.
Tai pastebéjus, galima kitaip gauti, kad 185 dalijasi i$ a® + b*. Kadangi 13a + 4b = a(ac +
+bd)+b(be—ad) = c(a®+1?), tai is a®+b? dalijasi skaiciai (13a+4b)(13a—4b) = 169a*—16b* =
= 185a% — 16(a® + b?), 185a? ir, pagal DBD (a,b) = 1, skai¢ius 185. Analogiskai 185 dalijasi
i ¢2 + d%. Taip lieka baigtinis galimybiy skaic¢ius, koks gali buti ketvertas (a,b, ¢, d).

Ats.: a) ir b) 42.

11-12 klasés

1. Tam tikram realiajam skaic¢iui k& nelygybeé
azy +byz + czx < k(z +y + 2)?
teisinga su visais tokiais realiaisiais skaiciais x, vy, 2, a, b, ¢, kad
x,y,2>0, abce [0;%], a+b+c=1.

Nustatykite maziausig galimg skaic¢iaus k£ reiksme.



Sprendimas. Tarkime, kad skaic¢iai z, y, z, a, b, ¢ tokie, kaip nurodyta uzdavinio salygoje.

Deél simetrijos galime nemazindami bendrumo tarti, kad z > x > 0 ir z > y > 0. Tada

axy +byz+czx = (1 —b—c)ay+byz+ czx = zy + by(z — x) + cx(z — y) <

1 1 (x +y)z
< —y(z — oz —y) = P2
<zy+ 2y(z x) + 235(,2 ) 5
Remiantis aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybe,
T+y+z (x+y)z 1 <x+y+z>2 1 )
< , <o (BEEEEY |
(x+y)z 5 5 5 5 8(x—|—y+z)
Taigi tinka reiksmeé k = é. Ji negali buti mazesné. Tuo jsitikinsime, duotojoje nelygybéje
imdami
1
a =0, b:czi, z=xz+y, x,y>0, pavyzdziui, (x,y,z) = (1,1,2).

Skaiciui k turi buti teisingos nelygybés

1 1
0-12+§-1-2+§-2-1gk(1+1+2)2, 2 < 16k, k>

ol —

Ats.: 1
8

2. Trikampio ABC jbréztinis apskritimas, kurio centras yra taskas I, liec¢ia krastines
BC, CA ir AB atitinkamai taskuose D, F ir F. Tiesé, lygiagreti su tiese DF ir einanti
per F, kerta atkarpa BC' taske K. Tiese, lygiagreti su tiese DFE ir einanti per F', kerta
atkarpg BC' taske L. Jrodykite, jog atkarpos EK vidurio statmuo, atkarpos FL vidurio
statmuo ir tieseé Al kertasi viename taske.

Sprendimas. Tiesés DF ir EK lygiagrecios, todél ZFDE = ZDEK (priesiniai kampai).
Taip pat tiesés DE ir FL lygiagrecios, todél ZLFD = /FDE (priesiniai kampai). Taigi
/LFD = ZDEK. Be to, tiese DK liecia trikampio DEF' apibréztinj apskritimg, todél
/DFFE = /FEDK. Vadinasi,

LLFE+/FKL=/LFD+ /DFE+ /EKD = /DEK + /EDK + ZEKD = 180°

(trikampio DEK kampy suma). Taigi keturkampis EF LK yra jbréztinis (priesingu kampy
suma 180°).




Kadangi AE = AF (liestinés i$ to paties tasko A) ir IE = I'F (apskritimo spinduliai),
tai trikampiai AEF bei [EF lygiasoniai, ir jy aukstinés is A bei I yra juy pusiaukrastinés.
Vadinasi, Sios aukstinés yra atkarpos FF' vidurio statmenyje — tieséje AI. Taigi tiesé Al
(kaip atkarpos E'F' vidurio statmuo), atkarpos FK vidurio statmuo ir atkarpos F'L vidurio
statmuo eina per tg patj taska — keturkampio EF LK apibréztinio apskritimo centra. Tai ir
reikéjo jrodyti.

3. Aibés A ir B yra tokie visy sveikyjy skaiciy aibés Z netusti poaibiai, kad:

(i) kiekvienas sveikasis skaicius yra bent vienoje i$ aibiy A ir B;

(ii) kiekvienam skaiciui x, kuris yra aibéje A, skaicius x — 1 yra aibéje B;
(iii) kiekvienai aibés B (nebutinai skirtingu) skaic¢iy porai (z,y) skaicius z+y yra aibéje A.
Nustatykite:

a) bent viena skaiciy, kuris garantuotai yra aibéje A;

b) visas galimas tokias aibiy poras (A, B).

Sprendimas. a) Jei 0 ¢ A, tai 0 € B pagal (i). Taciau tada 0 = 0+ 0 € A pagal (iii)
(priestara). Taigi skaicius 0 garantuotai yra aibéje A. Pastebékime, kad —1 € B pagal (ii).

b) Jeia € A, tai a — 1 € B pagal (ii), ojeib € B, taib—1=0b+ (—1) € A pagal (iii).
Vadinasi, kartu su a € A aibéje A visada yra skaiciai a — 2, a — 4, a — 6, ... (visi mazesni to
paties lyginumo skaiéiai), ir analogiskas teiginys teisingas aibei B. Kartu su 0 € A aibéje A
yra visi neigiami lyginiai skaic¢iai —2, —4, —6, .. ..

Tegu 0 € B. Pagal (iii) kiekvienam x € B gauname x =z + 0 € A, t. y. B yra aibés A
poaibis. Pagal (i) kiekvienas sveikasis skaicius priklauso aibei A, taigi A = Z. Pagal (ii)
turime B = Z. Gautoji pora (A, B) tenkina uzdavinio salyga.

Toliau tarkime, kad 0 ¢ B. Jei aibéje B buty teigiamas lyginis skaicius b, tai joje buty
skai¢iai b — 2, b — 4, ..., 0. Vadinasi, aibéje B néra teigiamy lyginiy skai¢iy, o pagal (i) jie
visi, kaip ir 0 bei neigiami lyginiai skai¢iai, yra aibéje A. Tada pagal (ii) aibéje B yra visi
nelyginiai sveikieji skaiciai.

Jei aibé¢je B yra bent vienas lyginis skaicius 2¢, tai 1 = 2¢+(1—2¢) € A pagal (iii) ir 0 € B
pagal (ii). Gauname priestara, tad B sutampa su visuy nelyginiy sveikuyju skaiciy aibe. Jei
aibéje A yra bent vienas nelyginis skaicius, tai aibéje B yra lyginis skai¢ius pagal (ii). Taigi
A sutampa su visy lyginiy sveikyjy skai¢iy aibe. Si pora (A, B) tenkina uzdavinio salyga.

Ats.: a) pavyzdziui, 0; b) (A, B) = (Z,Z), (A,B) = (22,2Z + 1),
Cia 2Z={2n: neZ}, 2Z+1={2n+1: neZ}.

4. 7r. 9-10 klasiy 4 uzdavinj.



