Atrankos j 2026 m. Pasauline matematikos olimpiada
uzduotys ir sprendimai

2026 m. geguzes 1-2 d., Vilnius

1. Naturaliojo skaiciaus a deSimtainés iSraiskos skaitmeny suma zZymeékime S(a). Nusta-
tykite, ar egzistuoja toks naturalusis skai¢ius m, kad skaic¢ius S(mn) yra lyginis su kiekvienu

naturaliuoju n.

Sprendimas. Galime atmesti atveji m = 1: tada S(mn) = 1, kai n = 1. [rodysime, kad
galima atmesti ir visas kitas m reiksSmes.

Nagrinékime bet kokj naturalyji m > 1, kuris nesidalija nei i$ 2, nei is 5. Begalinéje sekoje
1, 11, 111, ... dviejy nariy dalybos i§ m liekanos sutampa. Tada iS m dalijasi Siy nariy
skirtumas

11...1100...00 =11...11-2% .55,
k K k

o pagal DBD (m, 10) — ir daugiklis d = 11...11 = (10 — 1) : 9. Cia k > 2 (prieSingu atveju
1 dalytysi is m). Taigi i$ m dalijasi skaiéiu;g

M=d-10"14+9d=11...1100...00+99...99 =11...112099...99.
—_——— e — —_— —_——
k k—1 k k—2 k—1
(Cia M = 209, kai k = 2.) Pazymékimen = M : m. Tada S(mn) = 1-(k—2)+2+9-(k—1) =
10k — 9 yra nelyginis skaicius.

Nagrinékime bet kokj natiiralyjj skai¢iy m > 1. Tada m = mq - 2 - 5°, kur skaic¢ius my
naturalusis ir nesidalija nei i 2, nei i$ 5, o skaiciai a ir b — neneigiami sveikieji. Skaiciui myg
egzistuoja toks naturalusis ng, kad skaicius S(mgng) yra nelyginis. Skaiciui m liko pasirinkti

n = ng - 2°- 5% tada skai¢ius S(mn) = S(mong - 1047%) = S(mgne) taip pat yra nelyginis.

Atsakymas: ne, neegzistuoja.

2. Ibréztinio keturkampio ABC'D jstrizainés kertasi taske M. Trikampiy ABM ir CDM
apibréztiniai apskritimai kerta tiese BC' atitinkamai taskuose K # B ir L # C. Taskai P ir
() yra atitinkamai trikampiy AKM ir DLM aukstiniy is virsunés M pagrindai. Jrodykite,
kad tiesés BC' ir P() yra lygiagrecios.

Sprendimas. Pastebékime, kad
/LKM =/BKM = /BAM = /BAC = /BDC = /CDM = /CLM = /KLM

(ibréztiniai kampai). Todél trikampis K LM lygiasonis, ir KM = LM.



)
v
D ’

Kita vertus, ZLDM = 180° — LZLCM = ZACB = ZADB ir analogiskai /ZKAM =
ZCAD. Taigi atkarpos AC' ir DB dalija kampus DAK ir ADL pusiau, o jy taskas M yra
vienodai nutoles nuo siy kampy krastiniy: tiek atkarpa M P, tiek atkarpa M@ yra to paties
ilgio kaip statmuo i§ M | tiese AD. Vadinasi, M P = MQ).

Statieji trikampiai M K P ir M L@ turi po lygy statinj ir po lygia jzambine, todél ir jy like
statiniai K P ir L@ lygus (Pitagoro teorema), o ir patys Sie trikampiai lygus. Prisimineg, kad
trikampiai M P(Q) ir M K L lygiasoniai, gauname:

/PKL=/PKM+ /BKM = /QLM + /CLM = /QLK,

/KPQ =90°+ /MPQ = 90° + /ZMQP = /LQP.

Vadinasi, keturkampio K LQP kampy suma 360° lygi 2/PKL + 2/KP(Q. Taigi ZPKL +
ZKPQ = 180°, o tiesées KL = BC' ir P() yra lygiagrecios.

3. Matematinése varzybose 30 mokiniy sprendé 8 uzdavinius. Véliau kiekvienam uzda-
viniui nustatytas ji iSsprendusiy mokiniy skaic¢ius. Likusiy (to uzdavinio neiSsprendusiy)
mokiniy skaié¢ius a > 0 imamas kaip to uzdavinio verté, t. y. visiems tg uzdavinj iSsprendu-
siems mokiniams uz jj skiriama po a tasky. Likusiems a mokiniy uz ta uzdavinj skiriama
po 0 tasky. Kiekvienam mokiniui apskaic¢iuojama visy gauty tasky suma. Mokinio A visy
gauty tasky suma yra lyginé.

a) Ar jmanoma, kad kiekvienas mokinys, isskyrus A, surinko maziau tasky nei A, bet
issprendé daugiau uzdaviniy nei A?

b) Ar jmanoma, kad kiekvienas mokinys, isskyrus A, surinko daugiau taskuy nei A, bet

iSsprendé maziau uzdaviniy nei A?

Sprendimas. a) Taip, jimanoma. Pavyzdziui, 29 mokiniai galéjo isspresti visus uzdavinius,
isskyrus pirmajj ir antrajj, o vienas mokinys — tik pirmajj ir antrajj uzdavinius. Tada uzdavi-
niy vertes yra 29, 29, 1, 1, 1, 1, 1, 1, o mokiniai surinko po 6, 6, ..., 6, 58 taskus. Daugiausiai
tasky (58) surinkes mokinys iSsprendé maziausiai uzdaviniy (tik du).



b) Tarkime, kad tai jmanoma: mokinys A, surinkes maziau tasky nei kiti, uzdaviniy is-
sprendé daugiau nei kiti. Tarkime, kad A surinko ¢ tasky ir iSsprendé k uzdaviniy. Galime
tarti, kad tai pirmieji k£ uzdaviniy. Tada kievienas kitas mokinys iSsprendé daugiausiai £ — 1
uzdaviniy, i$ kuriy daugiausiai k — 2 uzdaviniy yra tarp k pirmyju (kitaip tas mokinys su-
rinkty ne daugiau nei ¢ tasky).

Tarkime, kad uzdavinius 1, 2, ..., 8 atitinkamai iSsprendé po ay, as, ..., ag mokiniy. Tada
1-0jo uzdavinio verté yra 30 — a;, o mokiniai uz §j uzdavinj is viso gavo a;(30 — a1) tasky.
Analogiskai gauname tasky sumas a2(30 — ag), ..., ag(30 — ag). Dél patogumo kiekvienam ¢
atlikime keitinj a; = 15+ b;. Tada a;(30 — a;) = 225 — b? < 255. Bendra mokiniy tasky suma
ne didesné uz 225 - 8, o A tasky surinko maziau nei vieno mokinio tasky vidurkis, kuris ne
didesnis uz 222 = 60. Taigi t < 58 (prisiminkime, kad skai¢ius ¢ lyginis).

Kita vertus, tarp pirmyjuy k& uzdaviniy mokinys A issprendé visus, o kiti mokiniai daugiau-
siai po k — 2. Todél

a; +as+ ...+ ap <29(k —2) + k =30k — 58,

t:(30—@1)+(30—a2)—|—...+(30—ak):30k—(a1+a2+...+ak)258.

Vadinasi, ¢ = 58. Nelygybé t > 58 virsta lygybe, tik jei kiekvienas is 29 mokiniy iSsprendé
lygiai k — 2 uzdavinius i$ pirmuju k, o tada (kad likty iSsprendes maziau nei k uzdaviniy, bet
surinkty daugiau nei ¢ tasky) — dar lygiai viena uzdavinj is likusiy 8 — k.

Bendra visy gauty tasky suma lygi skaiciy 225 — b7 sumai 1800 — (b2 + b3+ ... +b2), ir ji ne
mazesné nei 58 4+29-59 = 1769 (nes 29 mokiniai surinko po daugiau nei 58 taskus). Vadinasi,
b2 +b2+.. . +b2 < 1800 — 1769 = 31. Kiekvienas b; yra maZesnis uz 6, todél kiekvienas a; bei
30 —a; yra tarp 10 ir 20 (imtinai). Taigi pagal t = (30 —a1) + (30 —az) +...+ (30 —ax) = 58
gauname, kad k& < 6. Kita vertus, turime bendra isspresty uzdaviniy skaiciy a; + ...+ ag =
k+29(k —1) =30k —29. Tada

g1+ ... +ag=B0—ay)+ ...+ (30 —ag) —29 =t — 29 = 29.
Taigi kairés pusés démeny skaic¢ius 8 — k mazesnis uz 3, ir k > 5. Gavome priestarg. Vadinasi,
klausime nurodyta situacija yra nejmanoma.

Atsakymas: a) imanoma; b) nejmanoma.

4. Realiesiems skaiciams a, b, c teisingos lygybeés
a+b+c=0, a> + v+ =10.
Nustatykite didziausia galima reiskinio
(@ =b)(b—c)(c—a)|

reiksSme.



Sprendimas. Galime tarti, kad a < b < ¢. Pazymékime b=a+z, c =0b+y. Cia z > 0,
y=>0ir

|(a —b)(b—c)(c—a)| =ay(x+vy), O=a+b+c=3a+2x+y, 3a = —2x — vy,
0=a++=a*+(a+2)+ (a+x+y)* =3a*+2a(2z +y) + 22 + 2zy + 1%,
30 = (3a)® +2(2z + y) - 3a + 62% + 62y + 3y* = 2z +y)? — 2(2x +y)* + 62 + 62y + 3y,
30 = 622 + 62y + 3y* — (2r +y)* = 227 + 22y + 217, v+ xy +y* = 15.
Kadangi (z —y)? > 0, tai 2® + y? > 2xy ir

15 = ay + (2* +9*) = zy + 22y = 3y, xy < 5.

(z+y)? =@ +ay+y?)+ay=154+2y <15+5=20, x4y <V20=2V5

Vadinasi, ieSkoma reigkinio zy(x + y) reikimé ne didesné nei 5 - 2¢/5 = 10/5.

Nagrinétos nelygybés galety virsti lygybémis, kai # = y ir a2y = 22 =5, 3a = 22 —y =
—3z ir a = —x = —/5. Taip gauname (a,b,c) = (—v/5,0,v/5). I5 tiesy, Sis skaiciy trejetas
tenkina uzdavinio salyga, ir jam turime |(a — b)(b — ¢)(c — a)| = 10y/5. Vadinasi, ieskoma
reikimeé yra 10y/5.

Atsakymas: 104/5.

5. Duoti 5 x 5 lentele, kurios visi 25 langeliai pradzioje yra tusti, ir naturalusis skaicius n.
Zaidéjai A ir B pakaitomis atlieka éjimus; pirmajj éjimg atlieka A. Kiekvieno éjimo metu
zaidéjas turi pasirinkti tuo metu tuséig langelj ir jame jrasyti skaicCiy 1, jei tai zaidéjas A, arba
skaiciy 0, jei tai zaidéjas B. Uzpildzius visus 25 langelius, kiekvienam is§ devyniy 3 x 3 kvadraty
suskaiCiuojama jo visy devyniy skaic¢iy suma, ir uzrasomas skaicius S — ta i$ devyniy sumy,
uz kurig kitos ne didesnés. Jei S > n, tai laimi A, o priesingu atveju laimi B. Nustatykite
didziausig galimg skaic¢iaus n reiksSme, su kuria zaidéjas A turi pergalés strategija.

Sprendimas. Kain > 7, tai A pergalés strategijos neturi. IS tiesy, padalykime lentele, kaip
parodyta paveikslélyje. Zaidéjas B gali jrasyti po bent viena nulj kiekvienoje i§ 2 x 1 daliy
(kai A jraso tokioje tuscioje dalyje vieneta, tai B joje jraso nulj; kai A atlieka kitokj éjima,
tai B jraso nulj bet kurioje tuscioje 2 x 1 dalyje, jei tokiy dar liko). Tada uzpildytos lentelés
kiekviename 3 x 3 kvadrate bus bent trys nuliai, esantys 2 x 1 dalyse, o kvadraty skaiciy

sumos visos bus ne didesnés nei 6.




Kai n = 6, tai A turi pergalés strategija. Jis gali pirmajj skaiciy jrasyti viduriniame
langelyje. Lentele galima sukti 90° kampu, tad galime tarti, kad B pirmuoju éjimu jraso
skaiciy lentelés apacioje — vienoje is dviejy apatiniy eiluc¢iy. Tada A gali jrasyti antrajj vieneta
tiesiai virs pirmojo. Tada B turés jrasyti antrajj nulj tiesiai virs dviejy vienety: priesingu
atveju tame langelyje vienetg jrasys A, ir atsiras bent vienas 3 x 3 kvadratas, kuriame yra
trys vienetai, bet né vieno nulio. Tada kitais trimis éjimais A tame kvadrate galés jrasyti dar
tris vienetus ir gauti S > 6

Taigi toliau tarkime, kad B savo antruoju éjimu jraso nulj virs dviejy vienety. Turime
uzpildyta trilangj stulpelj: 0, 1, 1. Jam is kairés ir desinés yra dar po du tuscius trilangius
stulpelius. Penkis nagrinéjamus trilangius stulpelius i$ kairés j desine pazymékime X, Y, 7,
T, U. Toliau A gali jrasyti du vienetus stulpelyje Y, dar vieng vieneta stulpeliuose X ir Y (is
viso tris vienetus 6 langeliuose), o tada dar bent du vienetus stulpelivose X, Y ir T' (i$ viso
5 vienetus 9 langeliuose). Zaidéjas A taip gauna S > 6 pagal vieng i3 3 x 3 kvadraty XY Z
ir YZT. I§ tiesy, prieSingu atveju staciakampyje Y Z yra bent 4 vienetai, todél stulpelyje X
— daugiausiai vienas, kvadrate Y ZT — daugiausiai 5, o sta¢iakampyje XY ZT daugiausiai 6,

nors A jame jrasé 7 vienetus.

Atsakymas: n = 6.

6. a) Nustatykite visus tokius naturaliuosius skaiCius n > 2, kad egzistuoja seka ay, as,

.., an, kurioje kiekvienas is skaic¢iy 1, 2,...,n sutinkamas lygiai viena karta ir kuriai suma
a1 + as + ... + ai dalijasi i$ k kiekvienam k=1, 2, ..., n.
b) Nustatykite, ar egzistuoja begaliné naturaliyju skaiciu seka a;, as, as, ..., kurioje

kiekvienas naturalusis skaicius sutinkamas lygiai vieng kartg ir kuriai suma a; +as + ...+ ag

dalijasi is k kiekvienam naturaliajam k.

Sprendimas. a) Kai n = 3, tai tinka seka 1, 3, 2. Toliau tarkime, kad n > 3 kad seka ay,

as, ..., a, tenkina uzdavinio salyga. Kadangi
a1+a2—|—...—|—an:1+2+...+n:n(n2+1)
dalijasi is n, tai skaic¢ius "+1 yra sveikasis, o skai¢ius n nelyginis.

Kadangi a1+a2—|—...+an, = %—an =(n-1)- ”‘ZH + L — q,, dalijasi i§ n — 1,
tai ”T“ — an, dalijasi is n — 1. Kita vertus, ”T“ — a, yra tarp skaiciy ”“ —n = —”T_l ir
2l — 1 = 221 taigi intervale (—(n — 1);n — 1), kuriame i§ n — 1 da11Ja51 tik skaicius 0.
Vadinasi, x, = ’%Ll

Kadangi a1 +as+...+a,_o = M—a —p_q = "22’1 —po = (n—2)- 24 g,
dalijasi i§ n — 2, tai ”“ — a,_1 dalijasi is n — 2. Kita vertus, ”“ —a,_1 velgi yra tarp skaiciy

—2=bir 2L taigi mtervale (—(n —2);n —2) (pagal 31 < n —2, kai n > 3), kuriame i§
n — 2 dalijasi tik skaic¢ius 0. Vadinasi, a,,_1 = ”7*1 = a,. Gavome priestarg. Taigi n = 3 yra

vienintelé galima reikSme.



b) Irodysime, kad reikiama seka egzistuoja. Pradékime nuo baigtineés sekos a; = 1, ag = 3,
az = 2 ir pildykime ja naujais nariais. Nagrinékime naturalyjj skaic¢iy n > 3. Tarkime, kad
jau turime baigtine seka aq, as, ..., ay, kurioje kiekvienas naturalusis skaicius sutinkamas
daugiausiai vieng karta, kurioje yra visi naturalieji skaiciai, mazesni uz n (bet nebutinai tik
jie) ir kuriai a; + as + ... + ax dalijasi is k kiekvienam k = 1, 2, ..., N. Pakanka jrodyti,
kad Sig seka visada jmanoma papildyti keliais nariais ayi1, anyo, ..., kad vel gautume tokia
ilgesne seka, tik joje jau buty skaicius n. Taip pildydami baigtines sekas, gausime reikiamag
begaline seka.

Atvejis, kai n jau yra sekoje ayi, ao, ..., ay, trivialus. Toliau tarkime, kad skaic¢iaus n
joje néra. Tegu S = ay + as + ...+ ay. Pasirinkime tokj ay.1, kuriam S + ay dalijasi iS
N +1,0 S+ ans1 + n dalijasi i8 N + 2. Pavyzdziui, tinka reikSmés n(N + 1) — S + k(N +
+ 1)(IV + 2), kur reikia pasirinkti pakankamai didelj naturalyji &, kad gautume naturalyji
skaiciy, nesutampantj nei su jokiu is skai¢iy aq, as, ..., ay, nei su n. Tada galime pasirinkti
an12 = n, ir gauname tinkama ilgesne seka, kurioje jau yra skaicius n. Tai ir reikéjo jrodyti.

Atsakymas: a) n = 3; b) taip, egzistuoja.



