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Atsakymai ir sprendimai

Parengé Dominykas Marma, Adomas Birstunas, Daumilas Ardickas

1. Atsakymas: Gali buti.

Sprendimas: Tarkime, kad Anos kelioné truko pusantros valandos. Tegu automobilio greitis
pirmajj ir paskutinj kelionés pusvalandj buvo x km/h, o vidurinj pusvalandj buvo y km/h.
Tuomet automobilio vidutinis greitis per kiekviena kelionés valanda yra lygus

1 1
§x+§y:80 = y =160 —x.

O jo vidutinis greitis visos kelionés metu apskaic¢iuojamas taip:

S x-l4y-5 224y 20+160—z x+ 160
V= — = = = =

t 3 3 3 3

= 100, vadinasi x = 140.

Taigi, jei automobilio greitis pirmasias ir treciagsias 30 kelionés minuciy buvo 140 km/h, o 30
viduriniy minué¢iy buvo 20 km /h, tai visi uzdavinio teiginiai yra teisingi.

2. Atsakymas: \/§, \/7, V1.

Sprendimas: Kadangi 4[z| yra sveikasis skai¢ius, pradine lygtj galime perrasyti kaip:
[2% — 4[z] + 1] — [-2® + 4[z] — 1] = 0.

Tarkime y = 2% — 4[z] + 1, tuomet [y] = [~y]. Nesunku pastebéti, kad kai y > 0, turime
0<[y]=[-y] <-1,

o tai nejmanoma. Panasiai, kai y < 0, turime
—1>[y]=[-y] =0

Taigi y = 0, t. y. 2% — 4[z] + 1 = 0. Pastebékime, kad kai z < 1, turime [z] < 0, todél
2 —4[z] +1>1>0.

Taigi x > 1. Tegul x =n+a, kurn € N, 0 < a < 1. Tuomet

0=2a>—4[z] +1=n*+2na+a* —4n+1=n(n—4) + 2na + a®> > n(n — 4),

todél n < 4. Vadinasi, 1 <n < 4.

Jei [z] =n =1, tuomet
2 A +1l=2"-4+1=2"-3=0,

todel z = /3.



Jei [x] = n = 2, tuomet

2 A +1=2"-8+1=2"—-T7=0,
todél z = /7.
Jei [x] = n = 3, tuomet

2 — A +1l=2"-124+1=2>-11=0,
todel z = V11.
Jei [x] = n = 4, tuomet

2 —Ar]+1=2"—-16+1=2>-15=0,
todel

r=vV15 <4,

o tai priestarauja [z] = 4.
. Istate (4,4, k) « (1,2,3) ir (4,4, k) < (2,1,3) i duotaja salyga, gauname
—Mg—M1+2M2:C:M3—2M2+M1,

vadinasi C'= —-C, t. y. C = 0.

Kita vertus, jstate (i, 7, k) < (n,n+ 1,7+ 2) i duotaja salyga, gauname
_Mn+2 - M, + 2Mn+1 =0, t. Y-

Mn + Mn+2

Mn+1 = 2

visiems teigiamiems sveikiesiems skai¢iams n, vadinasi (M,,) yra aritmetiné progresija ir egzis-
tuoja realieji skaic¢iai m ir d tokie, kad M,, = m+nd visiems teigiamiems sveikiesiems skai¢iams

n.

Galiausiai, kadangi
an=nM, —(n—1)M,_1 =m+ (n* — (n—1)*)d = (m—d) +n-2d,

darome i8vada, kad (a,) taip pat yra aritmetiné progresija.

. Turime T1+To+- - +x, = —a1, T1X2+ 123+ +Tp_1Tp = A2, Y1+ Y2+ -+ Yp_1 =
ir Yo +11ys+ -+ YnoYn_1 = w Is to isplaukia, kad X = a:% —i—x% + - —i—:c% =

2

Y =2y by, = A0g 20002 g

n n

X_ Y _efl_n-1y , (1__n-2
n n—1 ‘'\n n? \n nn-1

- —n2(n1— ) ((n —1)a? — 2na2)
_ —n2(n1_ gy ((n= DX ~202).

ai(n—1)

n

a? — 2as

Pagal perstaty nelygybe, (n — 1)(2? + 23 + -+ + 22) — 2(z120 + 2123 + -+ + Tp_17,) > 0,
o lygybé galioja tada ir tik tada, kai vy = 29 = --- = x,,. Kadangi Saknys yra skirtingos,

gauname griezta nelygybe.



5. Atsakymas: (I) lygties Saknys yra oy = 2o = — /%, 13 = V4n;

(IT) lygties Saknys yra y1 = — /%, o = ys = 5/5.
Ieskome bendros Saknies.

2 +mx—n=0 (1)
nz® — 2m2x? — 5mnx — 2m?® —n? =0 (I1)
n-(I)— (IT) = ma?® + 3nx +m? =0 (II11)
x-(III)=m-(I) = 3> + m=0= 27 = (V)
[sistacius 22 j (), gaunam%w +mx—n=0=2mr=3n=1x= 5’—% (V)

[sreiskiame m per n:
8m? - (I) ir 2mz = 3n = 8m>z® + 8mPma — 8m’n = (2mx)? + 4m3(2mx) — 8m3n =
= (2mx)? + 4m>(2ma) — 8m*n = (3n)® + 4m33n — 8m3n = 27n* + 4m?®*n = 0

3
= 2Tn? + 4m? = 0 = m = —3¥ 21" ”22712 (V1)
Taigi:z::g—glzi?)%:—?’ 5
(a) Sprendziame z* + ma — n = 0 Zinodami vieng Saknj ; = —3/% ir (V).
—3¥2n2

Issireiskiame per m per n ir n per x1: 2 + =232 r —n = 0 = 2° — 3zfz + 227 = 0. Taigi
(x—z1)(x+x12—22%) = 0, todél likusios Saknys yra lygties z +z;x — 22?2 = ( sprendiniai:
Ty = 21, T3 = —2x1 = V/4n.

b) Sprendziame nz?® — 2m2z? — Smnx — 2m?® — n? = 0 Zinodami vieng Saknj y; = —3/2 ir

g 2
(V). Igsireiskiame per m per n ir n per y;: o3 — 9\3/%52 + 153202 VQQ"Q:U + % —n =0, taigi
23+ 9y + 15920 — 2505 = 0 = (v — y1) (22 + 10y12 + 259%) = (v — y1)(z + 5y1)? = 0,
taigi 1o = ys = —5y1 = 5/%.
6. Atsakymas: n =9.
Sprendimas: Akivaizdu, a > b, tuomet galioja §i lygybeé:

n =ab—ba=10a+b—10b — a = 9(a — b).

Vadinasi n = 9k. Belieka rasti, koks yra teigiamas sveikasis skaicius k, kuriam yra didziausias
skaitmeny pory, besiskirian¢iy per k, skaic¢ius. Akivaizdu, tai yra k = 1ir yra 8 tokios skaitmeny
poros. Taigi, n = 9.

7. Atsakymas: ne.

Sprendimas. Tegul x,y, z,t yra Petro parasyty pazymiy skaic¢iai. Gauname:
10z + 9y + 82 + 7t = 9x + 8y + 7z + 10t,

Taigi gauname
r+y+z=3t arba x+y+z+1t=A4t.

Nesunku suprasti, kad bendras pazymiy skaicius yra lygus x +y + z + ¢ ir i§ paskutineés lygybés
jis dalijasi i$ 4, taciau skaic¢ius 2026 is 4 nesidalija. Todél tokia situacija yra nejmanoma.



8. Atsakymas: (3,24), (6,96), (3,6), (6,24), (9,54), (12,96) ir (13,113).
60a%b — 32a* — 18b = 2026k, k € N, = 30a2b — 16a* — 9b> = 1013k.

30a2%b — 16a* — 9b% = 24ab — 9b? + 6a2b — 16a* = 3b- (8a® — 3b) + 2a% - (3b — 8a?) = (8a% — 3b) -
(3b — 2a?) = 1013k

1013 yra pirminis, todél galimi tik tokie variantai:
a) 8a? —3b=0ir k =0,
b) 3b —2a*> =0 ir k =0,

. 8a?—-3b=n (1)
> .
c¢) Yra tokie n,m € N, n,m > 1, kad: { 3h— 242 = 1013m (1) ° arba
8a% — 3b=1013n (I11)

. (
> .
d) Yra tokie n,m € N, n,m > 1, kad: { 3 — 202 — m (IV)

Pastebékime, kad jei 3b — 2a? < 0, tai 0 < 2a% — 3b < 8a? — 3b. Todél abu m ir n negali buti
neigiami.
a) 8a? —3b =0 = 3b=8a? todél a = 3s, ir s € N. Todél 3b = 8- 9s% = b = 2452
Jei s >3, |a —b| = |3s — 24s?| > |9 — 216 > 100 - netinkami sprendiniai.
I$ ¢ia sprendiniy tenkinanciy salyga |a — b < 100 yra du: (3,24) ir (6, 96).
b) 3b—2a* = 0 = 3b = 2d?, todél a = 3s, ir s € N. Todel 3b =2-9s*> = b = 6%
Jei s > 5, |a—b| =|3s — 6s%| > |15 — 150| > 100 - netinkami sprendiniai.
I8 ¢a sprendiniy tenkinanciy salyga |a — b| < 100 yra 4: (3,6), (6,24), (9,54) ir (12, 96).

¢) T+11: 60> = 1013m +n = o = WBMAEN o —\ f168 4 DM > /160 = 13
= a>13.

w7 po 8 —n_8-(1013m+n)—6n _ 8104m+2n _ 4052m +n _
- T 36 - s ~ 9  ~

_1013m +n _ 3039m _ 64> , 1013m _ 2a° -
= 0 + 0 —T+—3—>—T+337>a+300,ka1a213.
Taigi, |a — b| > 100 ir tinkamy sprendiniy néra.

d) IIT+1V : 6® = 10130 + m = o = 101385m o — J1gg 4 Snbm > /166 = 13
= a>13.

Taigi, yra toks ¢ > 0, kad a = ¢ + 13.
5 IV, b= 20 km 2(C+1§’)2+m _ 24524838k m 245204330

2 2 2
_ 3c+3:93+300+2c §490 > (C+13)+100+20_43-4ﬁ:a+100+26—j5ﬁ > a4+ 100

IS cia, jeigu ¢ > 0, tai b > a+ 100 ir netenkina salygos, todél ¢ =0, a = 13 ir b = a+100 =
113.

Patikriname, ar (13,113), tenkina salyga: 60-13%-113 — 32-13* — 18- 1132 = 2026 tikrai
dalosi is 2026.

Atsakymas: Yra 7 sprendiniai tenkinantys salygas: (3,24), (6,96), (3,6), (6,24), (9,54), (12, 96)
ir (13,113).



9.

10.

Atsakymas: Ne visada.

Tegu pirmieji trys sekos nariai yra 1, 4! ir 2. Kol kas kiekvienas i§ 1 + 4!, 4! + 2 ir 1 + 4! 4 2
yra sudétinis. Sekg ilginsime po du narius. Antrasis pridedamas narys yra maziausias skaic¢ius,
kurio dar nebuvo sekoje, o pirmasis pridedamas narys yra ankstesniy nariy ir po jo einancio
nario sumos faktorialas. Taigi penktasis narys yra 3, ketvirtasis narys yra (1 + 4! + 2 + 3)!,
septintasis narys yra 4, o SeStasis narys yra (1 +4!+ 2+ (1 +4!+ 2+ 3)! + 3+ 4)!. Kadangi
kiekviename etape pridedamas nelygines eilés narys yra maziausias skai¢ius, kurio dar néra,
tai kiekvienas naturalusis skaicius galiausiai pasirodys sekoje. Joks naturalusis skaicius negali
pasirodyti du kartus, nes kiekviename etape pridedamas lyginés eilés narys yra didesnis uz bet
kurj anksc¢iau pasirinkta skaiciy. Bet kuriame gretimy nariy bloke, isskyrus {1,4!}, didZiausias
narys yra pavidalo n!, o kity nariy suma yra koks nors naturalusis skaicius k, kur 2 < k < n.
Tada bloko nariy suma yra n! + k, kuris yra sudétinis skaicius, nes dalijasi i3 k.

Istate (a,b) < (1,1) j pirmaja duotaja salyga, gauname f(1,1) = 1. Kita vertus, jstate
(a,b) <= (a,b+ 1) gauname

fla,b+1)+a+b+1= f(a,1)+ f(1,0+ 1) + ab+ a.

Atémus i8 Sios iS Sios lygties pirmaja duotaja salyga gauname, kad
fla,b+1) = f(a,b) = f(1,b4+1) — f(1,b) +a— 1.

Tegul p > 2 yra toks pirminis skai¢ius, kad p | a + b, o tai reiskia, kad p | f(a,b). Kadangi
pla+ (b+1)—1, taip pat turime p | f(a,b+ 1). Todeél, p | f(1,b+1) — f(1,b) +a—11ir

visiems teigiamiems sveikiesiems skai¢iams a ir b, ir pirminiams skai¢iams p > 2 tokiems, kad

pla+b.

Pastebé¢kime, kad desinioji (x) pusé nepriklauso nuo a, todél keisdami a ir laikant konkrety b,
gautume be galo daug nelyginiy pirminiy skai¢iy dalijan¢iy f(1,b+ 1) — f(1,0) — b —1, o tai
imanoma tik tuo atveju, jei pastarasis lygus 0, t. y.

f(Lb+1)=f(L,b)+b+1
kiekvienam teigiamam sveikajam skaiciui b.
Todél, f(1,2) = f(1,1)+2=1+2, f(1,3) = f(1,2)+3=1+2+3,t. y.

n(n+1
f(l,n):1+---+n:%
(pagal matematine indukcija).
Panagiai, pradéje nuo (a,b) < (a + 1,b), gauname, kad
n(n+1)

fln1) = "

Galiausiai, i

fla,b) +a+b= f(a,1)+ f(1,b) + ab

5



11.

12.

_ a(a;—l) +b(b;1) b,

iSplaukia, kad

flab) = (a+b)(612+b—1)‘

Si funkcija akivaizdziai tenkina antraja duotaja salyga, vadinasi, ji yra vienintelis sprendinys.

Atsakymas: a) taip; b) ne

Sprendimas. a) Tokio skai¢iy isdéstymo pavyzdys parodytas zZemiau. Skai¢iy suma eilutése
yra 40, o stulpeliuose ji yra 24.

1115|1419
31124 |13
151100 716 |2

5 pav.

b) Tarkime, kad tai jmanoma. Tuomet tegul s yra skai¢iy suma visose trijose eilutése ir visuose
penkiuose stulpeliuose. Kai sudedame visus 15 skaiciy eilutése, gauname sumg, lygia 3s, nes
yra 3 eilutes. Ta pati 15 skaic¢iy suma, sudedant pagal stulpelius, yra lygi 5s. Pastebékime, kad
Sios dvi sumos turi buti vienodos, nes abiem atvejais sudedant kiekvienas skaic¢ius nuo 1 iki 15
pridedamas tik vieng karta. Todél, 3s = bs, o tai nejmanoma jokiam naturaliajam skaiciui s.
Atsakymas: 519.

Tegu n yra atlikty éjimy kiekis, p - éjimy padedant 4 korteles kiekis, ¢ - €jimy paimant 1 kortele
kiekis.

Ant stalo padéty korteliy kiekis yra 4p — q. Zaidimo pabaigoje visos 2026 korteles padétos,
todel 4p — g = 2026 ir ¢ = 4p — 2026.

Per zaidima atlikty éjimy kiekis n = p+ ¢ = p+ 4p — 2026 = 5p — 2030 + 4 = 5(p — 406) + 4.
Per zaidima maziausiai gali tekti atlikti 507 korteliy padéjimo éjimus, nes 2026/4 > 506.

Taigi, maziausias éjimy kiekis zaidime yra n = 5 - (507 — 406) + 4 = 509. Taciau atlikus 509
éjimus, zaidimg laiméty Andrius, nes 509 = 2 mod 3.

Zaidimas negali baigtis atlikus 510 éjimy, nes n = 4 mod 5.

Jeigu zaidime buty atlikti 508 korteliy padéjimo éjimai, tai viso éjimy buty n = 5(508 —406) +
= 514. Taciau atlikus 514 ¢jimy, zaidima laiméty Pijus, nes 514 = 1 mod 3.

Jeigu zaidime buty atlikti 509 korteliy padéjimo éjimai, tai viso éjimy buty n = 5(509 —406) +
= 519. Tokiu atveju zaidima laiméty Traute, nes 519 = 0 mod 3.

Taigi, maziausias éjimy keikis zaidime, kai laimi Trauté yra 519.
Dabar reikia jsitikinti, kad toks zaidimas su 519 éjimy yra jmonomas.
Pavyzdzio sukonstravimas

Sakykime, kad pradzioje visi zaidéjai déjo korteles i§ eilés be tarpy, taip po 502 éjimo buty
uzpildytos pirmoios 2008 pozijos. Paskutinés 18 pozicijy gali buti uzimtos atlikus 3 padéjimo



13.

éjimus - 3 kartus paliekant po 1 vietos tarpa ir gale paliekant 3 tus¢ias vietas, kaip parodyta
Cia:

|a/m] m/E/E/N| N/E/E/N EE/EE ||
Kiekvienam 1 vietos tarpui uzpildyti reikes atlikti dar po 4 éjimus - 3 paémimus ir 1 padéjima.
Paskutiniam 3 viety tarpui uzpildyti prireiks 2 ¢jimy - 1 paémimo ir 1 padéjimo.

Taigi, visas zaidime atlikty éjimy kiekis bus 502 + 3 + (3 -4 + 2) = 5109.

Ats. Maziausias galimas éjimy keikis zaidime, kurj laimi Trauteé, yra 519.
Atsakymas: a) ne; b) ne
[sanalizuokime, kaip ¢jimai veikia skaiciy sumas. Pazymeékime dabartines skaiciy reikSmes
a1,0Qz,...,0,-..,a30. Pritaikius pirmojo tipo éjima, uzrasyti skaic¢iai tampa:
b1 = ay — aspo — Gz,
bk:ak—ak_l—akﬂ, k:2,,299,
b3oo = aso0 — G299 — 1.
a) Pastebékime, kaip po kiekvieno éjimo keiciasi visy uzrasyty skaic¢iy suma. Jei bendra skaiciy

aj, suma yra
S=a+ax+ -+ asmp,

tuomet skaiciy by suma yra
ay — azop — Az + Az — ay — Az + -+ + azgp — dagg — a1 = —5,

nes kiekvienas a; yra pridedamas vieng kartg ir du kartus atimamas.

Pritaikius antrojo tipo €jima, visy skai¢iy suma yra arba S + 2, arba S — 2. Pastebékime, kad
ne vienas i leidziamy ¢jimy nekeic¢ia visy skai¢iy sumos lyginumo. Kadangi pradzioje suma yra
1 (nelyginis skaicius), tai negalime gauti dviejy vienety ir 298 nuliy, nes jy suma yra 2 (lyginis
skaicius).
b) Nagrinékime, kaip éjimai veikia kintamyjy Zenkly suma. Jei skai¢iy a; kintamyjy Zenkly
suma yra

S"=ay —ay +ag — - + asy — asgo,

tuomet pritaikius pirmojo tipo €jima skaiciy b, kintamyjy Zenkly suma yra
ar — azp0 — Az — Az + a1 + az + - - - + azoo + azgg + a1 = 35,

o pritaikius antrojo tipo éjima kintamyjy Zenkly suma islieka S’. Tarkime, kad galima gauti
tris i§ eilés einancius vienetus ir 297 nulius. Pradiné kintamyjy zenkly suma pries atliekant bet
kokj éjima yra lygi 1. Kai ratu uzrasyti trys is eilés einantys vienetai ir 297 nuliai, kintamuyjy
zenkly suma yra arba 1, arba —1, priklausomai nuo to, kur yra vienetai. Kadangi leidziami
éjimai arba patrigubina kintamyjy zenkly suma, arba jos nekei¢ia, darome isvada, kad trys
vienetai yra iSdeéstyti taip, kad kintamyjy zenkly suma yra 1, ir nebuvo leidziami jokie pirmojo
tipo éjimai.

Stebékime skaiciy, esanciy vietose 3,6, ...,300, suma, t. y.

So = a3 + ag + - - - + asoo.

7
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15.

Pradzioje §i suma yra 0, o kai uzrasyti trys is eilés einantys vienetai ir 297 nuliai, 8i suma yra 1.
Taciau taikant tik antrojo tipo €jima tos sumos lyginumas nesikeicia. Butent, arba né vienas
is skaiciy as, ag, ..., asg0 nepakei¢iamas, arba pakei¢iame lygiai du i8 jy, pakeisdami Sy per 2
arba per —2. Kadangi 0 ir 1 yra skirtingo lyginumo, tai parodo, kad negalime gauti trijy is
eilés einanciy vienety ir 297 nuliy.

Kiekvienai jstrizainei pavadinkime busena joje esanciy zetony skaiciaus lyginuma. IS pradziy,
dvidesimt jy yra nelyginés. Kiekvienas paSalinamas Zetonas, paveikia dviejy jstrizainiy, kuriose
jis yra, busena. Jos abi negali buti nelyginés. Jei viena yra nelyginé, o kita lyginé, tai bendras
nelyginiy jstrizainiy skaicius lieka toks pats. Jei abi yra lygines, Sis skaic¢ius padidéja dviem.
Taigi jis negali sumazeéti zemiau pradinés dvidesSimties reikSmeés. IS to iSplaukia, kad bent deSimt
zetony turi likti lentoje.

Pazymékime langelius (7, j), kur 0 < 4,5 < 9 (i - eiluteés, j - stulpelio numeris). Galime pasalinti
visus Zetonus, iSskyrus penkis, i langeliy (¢, j), kuriuose i+ j yra nelyginis, butent (1,0), (3,0),
(5,0), (7,0) ir (9,0). Tai atliekama deSiméia etapy pasalinant Zetonus i$ langeliy, naudojant
lygines jstrizaines pakaitomis skirtingomis kryptimis:

0. (0,1), (0,3), (0,5), (0,7)1ir (0,9), 1.(1,2), (1,4), (1,6), (1,8)
2.(21), (2,3), (2.5), 2.7)ir (29), 3. (3,2), (3.4), (3.6), (3.8)
4. (4,1), (4,3), (4,5), (4,7)ir (4,9), 5.(5,2), (5,4), (5,6), (5,8)
6. (6,1), (6,3), (6,5), (6,7)1ir (6,9), 7.(7,2), (7,4), (7,6), (7,8)
8.(8,1), (8,3), (85), (87)ir (8,9), 9.(9,2), (9,4), (9,6), (9,8)
0 0 0 0 0
" 1 1 1 1
2 2 2 2 2
* 3 3 3 3
4 4 4 4 4
" ] ] ] ]
G G G G G
" 7 7 7 7
8 8 8 8 8
* 9 9 9 9

Panasiai galime paSalinti visus Zetonus, iSskyrus penkis, i§ langeliy (i, j), kuriuose ¢ + j yra
lyginis, butent (0,0), (2,0), (4,0), (6,0) ir (8,0). Taigi lieka tik desSimt Zetony pirmame stul-
pelyje.

Atsakymas: a) Taip b) Taip

Sprendimas:

a) Kiekvienoms dviem paeiliui einanciom kortoms asistentas gali panaudoti nugaréles per-
duoti antrosios kortos rusj. Taip magas gali atspéti visy lyginiais numeriais pazymeéty
korty rusis. Tegu magas naudojasi tokiu algoritmu iki 34 numeriu pazymeétos kortos (jau
atspéejo bent 17 korty). Visy rusiy korty pradzioje buvo po 9 ir magas galéjo suskai¢iuoti,
kokios liko paskutiniy dviejy korty rusys. Jei paskutinés dvi kortos yra tos pacios rusies,



papildomos pagalbos nereikia. Jei ne, asistentas gali panaudoti 35 numeriu pazymeétos
kortos nugaréle, kad parodyty, ar ji yra aukstesnio ar Zemeséns rusies (rusys rikiuojamos
alfabetiskai). Todél magas gali garantuoti bent 19 teisingy atsakymuy.

b) Asistentas apziuri nelyginiais numeriais pazymeétas kortas, iSskyrus 1 numeriu pazymeéta
korta. Pagal apibendrinta Dirichlé principa bent 5 i8 jy yra tos pacios rusies. Asistentas
panaudoja 1 ir 2 numeriais pazyméty korty nugaréles Siai rusiai nurodyti, o magas visada
speja Sig rusj visoms nelyginiais numeriais pazymétoms kortoms. Lyginiais numeriais
pazymety korty, iSskyrus 2 numeriu pazymeta korta, rusys gali buti teisingai nuspetos
kaip (a) dalyje. Taigi magas gali garantuoti bent 5 + 17 = 22 teisingus atsakymus.
Pastaba: sprendimas veikia net esant bet kokiam pasiskirstymui tarp korty rusiy.

16. Atsakymas: b) ne.

D C

Sprendimas: a) Kadangi trikampio ABC' jbréZtinio apskritimo centras yra jstrizainéje BD,
galime daryti isvada, kad BD yra ZABC pusiaukampiné. Todél LZABD = ZCBD. Tacdiau,
kadangi ABC'D yra lygiagretainis, ZABD = ZC'DB. Vadinasi, trikampis BC'D yra lygiaSonis,
t. y. |BC| = |CD]|. Taigi, ABC'D yra rombas.

b) Tegul ABC' D yra stac¢iakampis, kurio krastiniy ilgiai skirtingi. Trikampio ABC' apibréZtinio
apskritimo centras yra staciakampio jstrizainiy susikirtimo taske. Matome, kad visos salygos
patenkintos, taciau ABC'D néra rombas.



17.

Atsakymas: /BCD = 75°.

Sprendimas: Nuleiskime statmenj C'H i3 C'j atkarpa BD (Zr. pav.). Pazymékime AD = z,
CD = 2x. Tuomet ZDCH = 30°, DH = x, 0 AADH yra lygiasonis. Kadangi ZADH = 120°,
gauname /DAH = ZAHD = 30°. Taigi, ZHAB = 15°. Be to, ZHBA = 15°, todéel AABH
yra lygiasonis ir AH = BH. Kadangi ZHAC = 30° = ZHCA, ANAHC yra lygiaSonis ir
AH = CH, taigi, ABHC taip pat yra statusis ir lygiasonis. Gauname

/DBC =/HBC = ZHCB = 45°,
ir galiausiai apskaic¢iuojame

/ZBCD = /ZDCH + ZHCB = 45° 4+ 30° = 75°.
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18.

Tegul O yra jstrizainiy AC ir BD susikirtimo taskas, kuris taip pat yra apskritimo centras.
Kadangi A, B, C, F yra ant apskritimo, turime

ZBFC = ZBAC = 45°.

Kadangi ZC'AD = 45°, gauname /BFC = ZCAD, taigi AGEF yra jbréztinis keturkampis.
Is to isplaukia, kad

LAEG = LAFG = LAFC — ZBFC = 90° — 45° = 45°.

Kadangi taip pat LZADB = 45°, tiesés EG ir DO yra lygiagrecios. Kadangi E yra AD vidurio
taskas, G yra AO vidurio taskas. Kadangi DB yra statmena AC, dabar gauname, kad KG yra
atkarpos AO vidurio statmuo. Taigi, |AK| = |OK]|. Kadangi |OK| = |OA| (abi yra spinduliai),
dabar matome, kad AOK yra lygiakrastis trikampis. Gauname, kad ZOAK = 60°, taigi

LKAD = ZOAK — ZCAD = 60° — 45° = 15°.
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19.

B

| ‘5‘

N

Tegul ZAPD = Z/BPC = ¢. Tuomet

I

N

\/

180 — £
/PKA=/PLB = 2

kadangi trikampiai APK ir BPL yra lygiaSoniai. Todél, MK = M L.
Is lygybiy AP = PK, BP = PL ir tasko galios teoremos iSplaukia, kad

PK.-PC=AP-PC=BP-PD=PL-PD.

Vadinasi,
PK  PD

PL ~ PC’
Be to,
/KPD = /LPC = g.

Todél trikampiai K PD, LPC yra panasus, taigi /PKD = /PLC'. Vadinasi, NK = NL.

Dabar turime MK = ML ir NK = NL. I8 to isSplaukia, kad M ir N yra atkarpos K L vidurio
statmenyje, o tai ir jrodo reikiama teiginj.
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20.

Trikampis ABC' yra smailusis, todél taskai D, E ir F' yra atitinkamai krastinese BC, C'A ir
AB. Kadangi |AB| > |AC], turime |BD| > |C'D|. Be to, i8 ZACB > ZABC isplaukia, kad C

yra tarp B ir P. Taip pat C' yra tarp A ir @), o R yra atkarpoje BF'.

Tegul H yra trikampio ABC ortocentras, o M yra jo krastinés BC' vidurio taskas. Tiesés DR
ir EF yra lygiagrecios, todél ZDRF = ZEFA. Keturkampis AFHE yra jbréztinis (LZAFH =
LZAEH = 90°), todél turime ZEFA = /ZFEHA. Keturkampis BDHF taip pat yra jbréztinis
(/BDH = /BFH = 90°), todél /ZEHA = /DHB = /DFB = ZDFR. Dabar i8 ZDRF =
ZDFR isplaukia, kad |DR| = |DF|.

Panasiai, tiesés DQ ir F'E yra lygiagrecios, todél ZDQFE = /FFEA. Keturkampis AFHE
yra jbréztinis, todél turime /FEA = /ZFHA. Keturkampis CEHD taip pat yra jbréztinis
(LCEH = ZCDH = 90°), todél ZFHA = /DHC = Z/DEC = ZDEQ. Dabar i ZDQFE =
ZDEQ isplaukia, kad |DQ| = |DE)|.

Taskai M, F', E ir D yra tame paciame apskritime (vadinamame devyniy tasky apskritimu),
todél ZFMD = 180° — /ZFED = /PED. Taip pat, /ZFDH = /FBH = ZABE = 90° —
/CAB = /ACF = /ECH = ZEDH. Todél, ZFDM = 90° — /FDH = 90° — ZEDH =
/ZPDEFE, taigi trikampiai FFDM ir PDFE yra panasus.
i$ ko iSplaukia, kad

|DF[-|DE| = [DP|-[DM]|,

t. y.
|DR[ - |DQ| = |DP| - [DM],
o tai reiskia, kad keturkampis PQM R yra jbréztinis.

Tegul k yra jo apibréztinis apskritimas. Kadangi ZNQP + ZNRP < 180°, N yra apskritimo &
viduje, t. y. atkarpoje CM, ir N # M. Kadangi M yra atkarpos BC' vidurio taskas, galiausiai
gauname |BN| > |C'N|.
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