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1. Duoti tokie teigiami realieji skaiciai a ir b, kad
Z+Z:3, 6224-1;2:10.
Apskai¢iuokite a=t + b1,
Pirmasis sprendimas. Padauginkime duotasias lygybes is ab:
a® + b* = 3ab, a® + > = 10ab.
Kadangi a® +0* = (a +b) (a* + b* — ab) = (a + b)(3ab — ab) = 2ab(a + b), tai
2ab(a +b) = 10ab (ab # 0), a+b=>,

25 = (a +b)* = a® + b* + 2ab = 3ab + 2ab = 5ab, ab =75,

b
a+ —§:1.
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Antrasis sprendimas. Pazymékime x = a~! + b~!. Pirmaja duotaja lygybe pakelkime
kvadratu, o antraja padauginkime is x:

a? b 1 1 a b a? b
10z = <b+a> . <a+b> = (b+a> + (b2+a2> =3+ 7=10.
Vadinasi, x = 10 : 10 = 1.

Pastaba. Dél simetrijos galime tarti, kad a > b. Pazymeéje y = ¢, turime y+y~ ' =3. Tada
y? —3y+1=0 ir y > 1 - galime gauti y, o toliau a ir b pagal a = by ir ay + by~! = 10.
Taciau tai nebuty grakséiausias sprendimas.

Ats.: a P4+ b7 = 1.



2. Keturkampio ABCD jstrizainé AC' lygi krastinei AD.
Krastinéje AB yra toks taskas M, kad /MDA = ZABD. B

Trodykite, kad ZACM = ZABC. C

Sprendimas. Trikampiai ABD ir ADM panasieji: kampas A M

bendras, ZABD = ZADM. Taigi AD : AM = AB : AD.

Kadangi AD = AC, tai AC : AM = AB : AC. Be to,

L/CAM = /BAC, todél AACM ~ AABC pagal dvi kradtines A
ir kampa. Vadinasi, ZACM = ZABC. Tai ir reikéjo jrodyti.

3. Kiekviename lentelés langelyje jrasytas skaicius 1 arba —1. Apskaiciavus kiekvienos
eilutes skaiciy sumg ir kiekvieno stulpelio skaiciy suma, visi gautieji skaiciai yra skirtingi.
Ar tokia gali buti a) 5 x 6 lentelé; b) 6 x 6 lentelé?

Sprendimas. a) Uzdavinio salyga tenkina tokia 5 x 6 lentelé:
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Cia skaidiai 1 ir —1 désningai suradyti, kad eilutése skai¢iy —1 kiekiai buty visi skirtingi
ir stulpeliuose Sie kiekiai buty visi skirtingi. Sudarydami lentele galime nesirupinti, kad
skaic¢iy suma eilutéje (lygine kaip 6 nelyginiy skai¢iy suma) sutaps su skai¢iy suma stulpelyje
(5 nelyginiy skaiciy suma, tad nelygine).

b) Pastebékime, kad 6 x 6 lentelés eilutéje arba stulpelyje skaiciy suma ne mazesné nei
(=1)+(=1)4+...4(=1) = —6 ir ne didesné nei 1 +1+ ...+ 1 = 6. Be to, kiekviena tokia
suma tegali buti lyginé, nes tai SeSiy nelyginiy skaic¢iy suma. Taigi galimos daugiausiai 7
skirtingos skaic¢iy sumos: —6, —4, —2, 0, 2, 4, 6. Taciau eiluciy ir stulpeliy skaic¢ius 6 x 6
lenteléje yra 6 + 6 = 12 > 7. Todél esant bet kuriam skaiciy suraSymui 6 x 6 lenteléje, tarp
jos eiluciy ir stulpeliy rasis tokie, kuriy skaiciy sumos sutaps.

Ats.: a) taip, gali; b) ne, negali.

4. Su kuriomis naturaliosiomis n reikSmeémis skaic¢ius 1, 2, 3, ..., 4n galima suskirs-
tyti i n ketverty, kad kiekviename ketverte vienas skaic¢ius buty lygus likusiy trijuy skaiciy

aritmetiniam vidurkiui?



Sprendimas. Pastebékime: jeia = (b+c+d) : 3, tai a+ b+ c+ d = a+ 3a = 4a. Taigi jei
tarp keturiy naturaliyjy skaiciy vienas lygus likusiyjy aritmetiniam vidurkiui, tai ty keturiy
skaic¢iy suma dalijasi is 4.

Tarkime, kad naturaliajam n reikiamas skaiciy 1, 2, ..., 4n suskirstymas egzistuoja. Kiek-
vieno skaiciy ketverto suma dalijasi i$ 4, todél is 4 dalijasi ir visy skaiciy suma

1424+, +4dn=(1+4n)+ 2+ “4n—-1))+...+(2n+(2n+1)) = (4n+1) - 2n.

Kai n nelyginis, tai skaic¢ius (4n+1)-2n :4 = (4n+ 1)n : 2 néra sveikasis (nelyginiy skaiciy
4n 4 1 ir n sandauga nelyginé). Vadinasi, skai¢ius n turi buti lyginis.

Kita vertus, jei skaicius n = 2m lyginis, tai reikiamas naturaliyjy skaic¢iy nuo 1 iki 4n = 8m
suskirstymas j ketvertus egzistuoja. Pirmiausia juos galima suskirstyti i m astuonety, imant
skaicius didéjimo tvarka: 1, 2, ..., 8; tada 9, 10, ..., 16; ir t. t. AStuonetg 1, 2, ..., 8
galima suskirstyti j tinkamus ketvertus 1, 3, 4, 8 ir 2, 5,6, 7. Cia 1 +3+4+8=4-4 ir
24+54+6+7=4-5 todel 4=(14+3+8):3 ir 5=(2+6+7) : 3. Toliau pastebékime,
kad panasiai j du tinkamus ketvertus galima suskirstyti kiekvieng turimg astuoneta:

8k+1,8k+2,...,8k+8 — 8k+1,8k+3,8k+4,8k+8; 8k+2,8k+5,8k+6,8k+T7.

Siuose ketvertuose likusiy trijy skai¢iy vidurkiai yra 8k 4+ 4 ir 8k + 5. Taigi visi lyginiai

naturalieji skaic¢iai n yra tinkami.

Ats..m=2m,kaim=1,2,3, ...

10 klasé

1. Raskite visus realiyjuy skaiciy trejetus (z, y, z), tenkinancius lygciy sistema

2?4+ y* + 2% = 33,
x4+ 3y + 5z = 34.

Sprendimas. Antraja sistemos lygti padaugine i$ 2 ir atéme iS pirmosios, gauname lygti

22 — 22 + 9% — 6y + 22 — 102 = —35. Jg pertvarkykime, isskirdami pilnuosius kvadratus:
(> =22+ 1)+ (> — 6y +9) + (22 — 1024+ 25) = =354+ 1 + 9 + 25,
(z—1°+y—-37+(z-57=0.

Realiyjuy skai¢iy kvadraty suma lygi 0, tik kai kiekvienas démuo lygus 0 (visi démenys
neneigiami). Todeél vienintelis galimas sprendinys yra (z, y, z) = (1, 3, 5). Tadiau tada

12 + 3% 4+ 5% = 35 # 33.

Vadinasi, duotoji lygciy sistema sprendiniy neturi.

Ats.: tinkamy trejety (z,y, z) néra.



2. Trikampis ABC' lygiasonis, AB = BC, o jo kampas B lygus 20°. Krastinéje AB yra
toks taskas M, kad BM = AC'. Raskite kampg AMC.
Sprendimas. Trikampio ABC' krastiniy ilgius pazymeékime a = AB = BC ir b = CA.
Tada BM = b. Lygiasonio AABC kampai prie pagrindo lygus (180° — 20°) : 2 = 80°.
Pazymékime tokj taska K, kad trikampis BC'K buty lygiakrastis. Tai galima padaryti
dviem budais — taskas K gali buti:
1) vienoje puséje nuo tiesés BC kaip A (Zr. pav. kairéje);
2) priesingoje puséje nuo tiesés BC nei A (Zr. pav. desingje).
Tada ABCK krastiniy ilgiai lygus a, o kampai lygus 60°. Norint iSspresti uzdavinj, pakanka

pazyméti taska K bet kuriuo vienu bidu. Cia pateiksime abu sprendimus.
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Pastebékime lygius (paveiksléliuose paryskintus) trikampius. Atitinkamai gauname:
1) AACK = AMBC pagal AC = b= MB, CK =a = BC ir ZACK = LZACB —
— /BCK = 80° — 60° = 20° = ZM BC'; taigi /ZMCB =/AKC = ZAKB — 60°;
2) ABKM = NABC pagal BM = b= AC, BK =a = AB ir ZMBK = ZABC +
+ ZCBK =20°+60° = 80° = LCAB; taigi KM =a ir ZBKM = 20°.
Toliau pasinaudojame lygiasoniais trikampiais.
1) Lygiasonio AABK (BA = a = BK) kampai: ZABK = ZCBK — ZABC = 60° —
—20° =40°, ZAKB = (180° —40°) : 2 = 70°. Tada ZMCB = ZAKB —60° = 10°.
2) Lygiasonio ACKM (KC =a = KM) kampai: ZCKM = /BKC—-/ZBKM = 60°—
—20° =40°, ZKCM = (180°—40°) : 2 =70°. Tada LMCB = /ZKCM —60° = 10°.
Spresdami bet kuriuo is dviejy budy, gauname ZMC B = 10°. Vadinasi,

LAMC =180° — ZBMC = ZCBM + ZMCB = LZABC + 10° = 30°.
Ats.: LZAMC = 30°.

3. Yra 9 uzklijuotos dézutés, kuriy pirmoje yra 1 rutuliukas, antroje — 2 rutuliukai, ir t. t.,
devintoje dézutéje yra 9 rutuliukai. Ant kiekvienos dézutés yra uzrasyta, kiek joje yra ru-
tuliuky. Zaidéjai A ir B pakaitomis atlicka éjimus, pradeda A. Kiekvienas savo éjimu arba



paima vieng rutuliukg is bet kurios prapléstos dézuteés, arba praplésia bet kurig uzklijuo-
ta dézute ir iS jos paima vieng rutuliuka. Pralaimi tas, kuris praplésia paskutine dézute.
Nustatykite, kuris zaidéjas turi pergalés strategija, ir nurodykite ja.

Sprendimas. Tarkime, kad zaidimo metu paskutiné nepraplésta dézuté pazymeéta skaiciu-
mi n. Galime tarti, kad praplésus kitas 8 dézutes abu zaidéjai traukia rutuliukus is jy, kol
jose rutuliuky nelieka, neliesdami dézutés n. Juk jei kuris pasielgty prieSingai — i karto
pralaimeéty. IS viso yra 1+ 2+ ...+ 9 = 45 rutuliukai, todél, pries praplésiant dézute n, bus
atlikta lygiai 45 —n ¢jimy. Kitg éjima atliekantis zaidéjas bus priverstas praplésti dézute n ir
pralaimeés. Jei n buty nelyginis, tai é¢jimy skaicius 45 —n buty lyginis, o dézute n praplésty A.

Pergalés strategija turi B. Pradzioje jis gali praplésti dézutes 2, 4, 6, 8. Tam jam prireiks
4 ar maziau &jimy (kai kurias i$ §iy dézuciy gali praplésti A). Ejimy bus atlikta i$ viso ne
daugiau nei 4 - 2 = 8, tad bent viena is 9 dézuciy dar liks nepraplésta. Kad ir kaip toliau
bezaisty A ir B, skaic¢ius n bus nelyginis, ir zaidéjas A pralaimés.

Ats.: pergalés strategija turi B.

4. 7r. 9 klasés 4 uzdavinj.

11-12 klasés

1. Irodykite, kad visiems realiesiems z, y, z i$ intervalo [0; 1] teisinga nelygybeé

T Y z 1

< -,
Tt R TS d Tid P 3

Sprendimas. Tegu z,y,z € [0;1]. Pirmosios duotos trupmenos vardiklj jvertinkime taip:
T+ +22=6+1+9y3+ 23> 6+ 2%+ 93+ 23 Analogiskai jvertine kitus vardiklius, jver-
tiname kairigjg duotosios nelygybeés puse, suvienodindami vardiklius, kad bendras vardiklis
tapty simetriskas x, y, z atzvilgiu:

T z
+—a 4 <
T+y3+23 T+23+23 TH+a3+93
T Y z . r+y+=z

< + + = :
6+a3+yP4+23 6+a3+y34+23 6+a3+y3 423 6423 +y3 428
Pakanka jrodyti, kad

r+y+z <1
6+ a3 +y>+25 3

arba 6+ 2° +y° +2° > 3 + 3y + 3z.

Pertvarkyta nelygybé yra vienody nelygybiy t3+2 > 3t, kai t = x, y, 2, suma. Taigi pakanka
irodyti, kad ¢34 2 > 3¢, kai ¢ € [0;1]. Tam galima pasinaudoti tapatybémis

2—3t4+2=(—t)— (2t —=2) =t(t+1)(t—1)=2(t—1) = (P +t—-2)(t—1) = (t—1)*(t +2)



arba vietoj to pritaikyti aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybe:

B+2=t3+1+1>3Vt3-1-1=3t.

2. 7r. 10 klasés 2 uzdavinj.
3. Zr. 10 klasés 3 uzdavinj.

4. Duoti sveikieji skaic¢iai a, b, ¢, D, kuriems a + b+ ¢ = 0, o skaicius
D —a*b—b3c— cta
yra sveikojo skaiCiaus kvadratas. Nustatykite, kurios i$ siy D reiksmiy yra galimos: a) 79;
b) 2026; ¢) 2027 (skaiciai 79 ir 2027 yra pirminiai).
Sprendimas. Tarkime, kad k? = D — a’h — b*c — c®a, kur k > 0 (¢ia skaiCius k sveikasis).
Kadangi ¢ = —(a + b), tai
k> — D= —a’b—b’c— a=—a’b+b*(a+b) + (a +b)a=
2
= a' +2a°b + 3’6 + 2ab” + b = (a® + ab+1?)",
D = (k—a*—ab—b*)(k + a® + ab + b*).
Cia a® + ab + 0> = 1 ((2a+b)*+3b%) > 0, todél k + a? + ab+b* > 0. Jei D > 0, tai
abu dauginamieji k £ (a® + ab + b?) teigiami, o maZesnjjj i$ ju gausime, vietoj + pasirinke
minusa. Sie du skai¢iai to paties lyginumo, tad jy sandauga D arba nelygine, arba dali is 4.
Taigi D # 2026.
Toliau galime tarti, kad D = 79 arba 2027. Skaic¢ius D pirminis, todél vieninteliu budu
isreiskiamas dviejy naturaliyjy skaic¢iy sandauga, kur pirmas dauginamasis didesnis:
k+a®+ab+0*=D, k—a*—ab-b =1

Tada a® + ab+ b* = 251, Jei D = 2027, tai £ = 1013, o skaiCius

(2a + b)* = ((2a + b)* + 3b*) — 3b* =4 (a2 + ab + bz) — 30 =4-1013 — 3v°

dalijasi i8 3 su liekana 2 (kaip ir skaiCius 4 - 1013). Taciau sveikojo skaic¢iaus kvadratas
(2a + b)? dalijasi i§ 3 su liekana 0 (kai 2a + b dalijasi i§ 3) arba su liekana 1 (kai 2a + b
dalijasi i$ 3 su lickana 1 arba 2). Vadinasi, D # 2027.

Kai D =79, tai 21 =39, o lygtis a® 4 ab+ b* = 39 turi sprendinj (a,b) = (2,5), kuris
kartusu ¢ = —a—b=—7 ir k=1+a?+ ab+ b? = 40 tenkina uzdavinio salyga.

Ats.: tinka a) D =T79.



